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Additive Theorie der Zahlkérper. I. 
Von 
Carl Ludwig Siegel in Géttingen'). 


Die analytische Methode, welche Hardy, Littlewood und Ramanujan *) 
fiir die Untersuchung vieler Fragestellungen der ,,partitio numerorum“ 


') Diese Arbeit ist ein Abdruck meiner Géttinger Habilitationsschrift. 
*) Vgl. die Arbeiten: 

G.H. Hardy, Asymptotic formulae in combinatory analysis; Comptes rendus du 
quatriéme congrés des mathématiciens scandinaves 4 Stockholm (1916), 8. 45—53. 

— On the expression of a number as the sum of any number of squares, and in 
particular of five or seven; Proceedings of the National Academy of Sciences 4 
(1918), S. 189—193. 

— On the representation of a number as the sum of any number of squares and in 
particular of five; Transactions of the American Mathematical Society 21 (1920), 
S. 255—284. 

G. H. Hardy und 8. Ramanujan, Une formule asymptotique pour le nombre des parti- 
tions de n; Comptes rendus hebdomadaires des séances de |’ Académie des Sciences, 
Paris, 164 (1917), S. 35—38. 

— Asymptotic formulae in combinatory analysis; Proceedings of the London Mathe- 
matical Society (2) 17 (1918), 8. 75—115. 

— On the coefficients in the expansions of certain modular functions; Proceedings of 
the Royal Society, London, A 95 (1918), S. 144—155. 

S. Ramanujan, On certain trigonometrical sums and their application in the theory 
of numbers; Transactions of the Cambridge Philosophical Society 22 (1918), 
S. 259-276 

G. H. Hardy und J. E. Littlewood, A new solution of Waring’s problem; Quarterly 
Journal of Mathematics 48 (1919), S. 272—293. 

— Note on Messrs. Shah and Wilson’s paper entitied On an empirical formula 
connected with Goldbach’s theorem; Proceedings of the Cambridge Philosophica! 
Society 19 (1919), S. 245—254. 

— Some problems of ,,Partitio Numerorum“, I, A new solution of Waring’s problem; 
Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathema- 
tisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1920, 8. 38—54. 

— Some problems of ,Partitio Numerorum“, II, Proof that every large number is 
the sum of at most 21 biquadrates; Math. Ztschr. 9 (1921), S. 14—27. 
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gefunden haben, la8t sich sinngema8 erweitern, so daB auch Probleme in 
der additiven Theorie der algebraischen Zahlkérper zuginglich werden. 
Allerdings scheinen die Satze iiber die Zerlegungen natiirlicher Zahlen nur 
in total reellen*) Zahlkérpern Analoga zu besitzen. Um die Methode klar- 
zustellen, beschranke ich mich in dieser Arbeit auf einen in rechnerischer 
Durchfiihrung besonders einfachen Fall; ich beweise nimlich asymptotische 
Formeln fiir die Anzahl der Darstellungen der ganzen Zahlen eines reellen 
quadratischen Zahlkérpers als Summen von Quadraten ganzer Zahlen des- 
selben Kérpers. Anwendungen der Methode auf allgemeinere Fragen, 
z. B. auf das Waringsche Problem in algebraischen Zahlkérpern, méchte 
ich in weiteren Arbeiten publizieren. 

Das Hauptresultat dieser Abhandlung ist: Es sei s eine natiirliche 
Zahl > 5, m eine quadratfreie natiirliche Zahl >2, K der durch Vm 
erzeugte reelle quadratische Kérper, d seine Grundzahl. Es bedeute v eine 
total positive ganze Zahl aus K, welche im Falle m = 2 (mod 4) oder 
m = 3 (mod 4) die Form a+6Vm (a,b ganz rational) mit geradem b 
besitzt. Dann ist die Anzahl der Darstellungen von » als Summe von 
8 Quadraten ganzer Zahlen aus K 


—1 


vole 


a* Nr 
(1) A,(y)~S me 
r(s)a : 


\ 





wo sich die asymptotische Abschitzung auf N »—+co bezieht und © zwar 
von » abhangt, aber doch fiir jedes » zwischen zwei positiven, nur vom 
Kérper K abhingigen Schranken gelegen ist. 

Daraus folgt speziell fir s—5: Es gibt eine nur von K abhingige 
natiirliche Zahl n, so daB fiir jedes ganze total positive » die Gleichung 


5)" 5,\* 
O44 
eine Lésung in ganzen Zahlen é,,...,&, aus K besitzt*). 


*) Ein Zahlkérper heiBt reel], wenn alle seine Zahlen reell sind; ein algebra- 
ischer Zahlkérper heiBt total reell, wenn auch die Konjugierten aller seiner Zahlen 
reell sind. In nicht reellen Zahlkérpern kann z. B. die Gleichung z*+ y*= 1 unend- 
lich viele Lésungen in ganzen Zablen haben, z. B. in K (y—3), weil z*—3y*=1 un- 
endlich viele Lésungen hat. 

*) Der Satz ,Jede total positive Zahl eines quadratischen Zahlkérpers ist Summe 
von vier Quadratzahlen desselben Kérpers“ ist von E. Landau bewiesen worden in 
seiner Arbeit: Uber die Zerlegung total positiver Zahlen in Quadrate; Nachrichten 
von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, mathematisch-physikalische 
Klasse, Jahrgang 1919, S. 392—396. Ich habe mit elementeren Mitteln gezeigt, daB 
sich jede total positive ganze Zahl eines total reellen Kérpers darstellen la8t als Summe 
solcher Quadratzahlen des Kérpers, deren Nenner einem endlichen, nur vom Kérper 
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§ 1 bringt den Anschlu8 der Untersuchung an Heckes Thetareihen. 
In § 2 wird eine Formel abgeleitet, welche im Kérper K der Funktional- 
gleichung der Lipschitzschen verallgemeinerten ¢-Funktion entspricht. § 3 
liefert auf Grund des Minkowskischen Satzes iiber lineare Formen eine 
fiir die ganze Untersuchung fundamentale Zerlegung eines zweidimensionalen 
Bereiches, als Verallgemeinerung der bei den englischen Forschern auf- 
tretenden Fareyschen Zerlegung. In § 4 wird der Gang des Beweises 
skizziert, dieser selbst, soweit er die asymptotische Formel (1) betrifft, 
in §§ 5 bis 7 gefiihrt. § 8 trigt rein arithmetischen Charakter; dort wird 
die in (1) mit © bezeichnete GréBe, die in Gestalt einer unendlichen 
Reihe (als Verallgemeinerung der ,,singular series“ von Hardy und 


Littlewood) auftritt, in geschlossener Form summiert. Fiir den einfach- 
sten Fall 


m=1(mod8), s=4e=0(mod4), (»,2)—1 
ergibt sich dabei 
Ay, (vy) ~ 0 > Nt? (o = 2, 3,...). 
f| 


Hierbei durchlauft t alle Idealteiler von », die asymptotische Abschitzung 
bezieht sich wieder auf N »—+oo, und C ist die rationale Konstante 


4 
es ’ gee 6 d’ mA, 
20 a— y’ n 
apne 3 (9.0) 


wo h** die 2a-te Bernoullische Zahl, (<) das Kroneckersche Restsymbol, 
S2o-1(z) das (2a —1)-te Bernoullische Polynom bedeuten. 


§ 1. 
Heckes Thetaformel*). 


Es sei K ein reell-quadratischer Zahlkérper mit der Grundzahl d; 
a sei ein ganzes Ideal, 9 eine ganze Zahl dieses Kérpers; es seien ¢ und ¢’ 
zwei Verinderliche, die den Bedingungen $¢> 0, $t’ <0 geniigen. Sind 
u,u’ zwei Unbestimmte, «,«’ konjugierte Zahlen aus K, so soll unter 


S(ua) (,Spur von we) stets die Summe ua + u’«’ verstanden werden; 
. a a a’ . o: ° 
entsprechend sei b— = — +=. Diese Abkiirzung wird nur so verwendet 


abhingigen Wertevorrat angehéren; vgl. meine Abhandlung: Darstellung total posi- 
tiver Zahlen durch Quadrate; Math. Ztschr. 11 (1921), S. 246—275. 

5) Vgl. E. Hecke, Uber die L- Funktionen und den Dirichletschen Primzahlsatz fiir 
einen beliebigen Zahlkérper; Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Géttingen, mathematisch - physikalische Klesse, Jahrgang 1917, S. 299-318. 


1* 
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werden, da8 kein Widerspruch gegen die iibliche Bezeichnung Sa = « +- a’ 
entsteht. 


Hecke hat fiir die Funktion 


: a4’ +o)? 
ne t (n'+e') aigitte t 


0 = Se ve =e 


ale a\p 


die folgende Formel bewiesen‘): 


is-*~ +208 1¢ 
—z — 2tS — 
tVd vd. 


(2) O(t,t'; o, = vie 


ey 


el 


darin bedeutet .’ (wie fortan stets in analogen Fallen), daB , alle 


cis "a 
Zahlen des Ideals a durchlauft, und unter ¥¢, Vé’ sind die Hauptwerte 
zu verstehen. 


Ist y eine Zahl aus K und n das ganze Ideal von kleinster Norm. 
fiir welches das Ideal (y)n ganz ist, so heiBt n der Nenner von y. Die 


ganzen Zahlen aus K haben also den Nenner 1. Es habe nun y speziell 
den Nenner a. Setzt man dann in der Funktion #(¢,¢’; 0,0) = (t, t’) 

t=—w+2y, t=w'+2y’ (fw>0, Gw’<0), 
so gilt wegen (2) 


* 1 4 
ants +218" ent st gtei’e 


(3) @(w+2y, w'+2y')= De ve oye aye =. 


ol e mod a aja 





as 
5 ' : ~—— : Va 
= NaVw ve’ £* ‘2 


darin bedeutet (wie fortan stets in analogen Fallen), da8 o ein voll- 
e moda 


stindiges Restsystem modulo a durchléuft, und es ist beriicksichtigt 


worden, da8 fiir a|4 die Zahl A*y+2ioy ganz, also § “7+ The ganz 


rational ist. 


*) Die Bezeichnung ist der bequemeren Sehreibweise halber etwas anders als in 
loc. cit.") und bei E. Hecke, Reziprozitategesetz und GauGsche Summen in quadra- 
tischen Zablkérpern; Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gét- 
tingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1919, S. 265-278. Diese Arbeit 
wird im folgenden kurz mit »Hecke, R.“ sitiert. 
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§ 2. 
Aufstellung der Vergleichsfunktion. 
Es seien s, w,w’ drei Parameter, die den Bedingungen 
s>1, Jw>0, Jw'<0 


geniigen. Es sei w,, @, eine Basis von K. Bedeuten dann z und y 
zwei reelle Variable, so setze ich 


E=zmw,+yo,, f= 2m! + yo, 
eng geeth 
(4) F(z,y)=SN(utey te “4 ; 


ut+Ero 


in 5) durchliuft « alle ganzen Zahlen aus K, fiir welche «+ é total 
et+e>o 


positiv, d-h.u+é>0, w’+é’>0 ist, und N(u+&) ist die Norm 
(u + &)(m’+é’). DaB die rechte Seite von (4) konvergiert, wird so- 
gleich bewiesen werden. Sie hat in z und y je die Periode 1. Zugleich 
mit der Konvergenz will ich die Entwickelbarkeit von F(z,y) in eine 
absolut konvergente Fouriersche Reihe 


(5) a D Ann ettimetan 


beweisen. 


Wegen 


SUF B88 gen 4 E4190 +E") 


Ve 


2ai8 

he “ [=e 
gibt es zwei nur von 8, w, w’, K abhiangige positive Zahlen L, und L, 
(dieselbe Bedeutung haben in diesem Paragraphen Z,,..., Z,), so da8 
das allgemeine Glied in (4) absolut 


(6) <i, e~TaS(u +8) 


ist’). Differentiiert man fiir s >4 das allgemeine Glied von (4) ein-, 
zwei- oder dreimal nach seinen Variablen z und y, so erhailt man eine 
Summe von 2, 4 oder 8 Gliedern, deren jedes eine Abschitzung der 
Form (6) gestattet. Ich darf also annehmen, daB. falls s > 4 ist, die 
Abschiitzung (6) auch fiir die absoluten Betriige der ersten, zweiten und 
dritten partiellen Ableitungen des allgemeinen Gliedes in (4) gilt. 

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei w,>0, w,> 0°), ferner 





”) Das allgemeine Glied ist + 0 nur fir «+&>0. 


~Va 


2 





*) Es geniigt, o,—1, a= ¢ zu setzen. 
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o,0,—@,@,==+Vd>O0. Setzt man n=aam,-+bo,, so folgen aus 
nw-+ &>0 die Relationen 


™ é ve o 

(7) (a+2)m,+ (b+ y)o,> 0, a+ > =e + y), 

(8) wm, {(a + 2) mj + (b+ y) wy} = (b+ y)(@, of — @, wf) 

t w; {(a + x) a, + (6+ y)m,} > (b+ y) Vd 

und 

‘ | ry +4 is | ea 1 x) 

(9) (a+zaz)mi+(b+y)m,>0, b+y aa (a +2), 
, i 1 , , 

(10) w{(a + 2)w,+ (b-+ y)@,} = (a+ x) (@, ow) — o, w}{) 


+ w,{(a +2) @{+(b+y)@{} >(a+-2)Vd. 
Von den beiden Zahlen a -+-2z und 6 +- y ist mindestens eine positiv. 


Bei festem b+ y>0 kommen nach (7) fiir a +z héchatens (b+ y)|+1 

Werte <0 in Betracht; nach (8) ist dann S(u + &) > va (b+ y). Bei 
@, 

festem a-+2 >> 0 kommen nach (9) fiir b-++ y héchstens t (a+2) +1 


Werte <0 in Betracht; nach (10) ist dann S(u-+ &) (a +2). 
Folglich ist der Beitrag, den zur Summe (4) bei festem 6+-y>0 die 
negativen a --z liefern, absolut 
< Z,(b6+y+1)eherm; 
ebenso liefern bei festem a-+-x> 0 die negativen b+-y zu (4) einen 
Beitrag vom absoluten Werte 
<D,(a+2-+ 1)e“er, 
Daher hat die Reihe (4) eine Majorante der Form 
D> La +a + 1ebete 4 SD. (b+ y+ 1)emorm 
a+z>v0 b+y>0 
j bs yy L, e-L, (at+2)Soy, + (b+ y) Sas} ? 
a+2z>0 b+y>0 
Diese Reihe aber ist gleichmaBig konvergent fiir alle z,y, also auch die 
rechte Seite in (4). Nach der oben gemachten Bemerkung gilt dies im 
Falle s > 4 auch fiir die Reihen, welche aus F(z,y) durch gliedweise 
ein-, zwei- oder dreimalige partielle Differentiation hervorgehen. Das all- 


gemeine Glied von F(z,y)*) und (im Falle s > 4) seine ersten, zweiten 
und dritten Ableitungen sind aber stetige Funktionen von z und y; folg- 


*) Vel. *). 
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lich ist F(z,y) stetig und hat (im Falle s> 4) stetige partielle Ab- 
leitungen erster bis dritter Ordnung. 

Ist s > 4, so laBt sich demnach F(z, y) in eine absolut konvergente 
Fouriersche Reihe (5) entwickeln. Setzt man e,=0 fiira<0, =1 fiir 
a= 0, so ergeben sich deren Koeffizienten aus 


11 
enc get) sncimetny) 


Ann=|{ 3 asevse M(u +e) te ve dxdy, 
vo #* 
wo iiber alle ganzen « summiert wird. Wegen der vorhin bewiesenen gleich- 
ma&Bigen Konvergenz der Reihe darf man gliedweise integrieren. Fiihrt 
man als neue Veranderliche 
Eé=zo,+yo,, &=zrai+yo; 
ein, so wird 
aVd =éiw,—é'w,, yVd=—éwi+é'o,, 
d(z,y) 1 


d(g,e’) ya’ 


& (maj —noof) (e+ E)(meos— nef) 


’ —22t8 = —22i8 = 
i) eae ve =e oth” 
suse Cte 
A,.=)> [fensecuse N(u+ E)'*e ve aq deat : 
a“ V 


wo iiber das Bild des Einheitsquadrates der zy-Ebene in der &&’-Ebene 
integriert wird. Es folgt 


, 
+o +a w— (mo, —n wf) 


2xiScu — 
A.,.= 18 f J cvew(ua’)t*e - fact 


va -e 
22 27 
1 ‘ ‘ = {w- (mog—na{)) u - , —£ AE (1 —(meny— mon) w! 
- o> , 
- + fu! e’ du { w e du’, 
V 


0 
wo beide Integrale wegen Jw > 0, Yu’ <0 absolut konvergieren. Also 
ist schlieBlich 


Any = TC) (— 23 (w—(m ag — nan)}) “ra (Fw — (mo,—ne,)}) 


—8 





yd 
by r7(s) va)" penta eles 10) 
yd \22/ N(w—(moj—na{))*” 

z 29) ‘Die s-ten Potenzen haben die Bedeutung 
{ Qa , yy \ 
, s slog) —-— (w-(me,—nw;)) 

(—=2* (1 — (mm of —n a))) =e \ vé pees ), 
yd 


(Fortsetzung der FuGnote 10 auf der n&ichsten Seite.) 
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Dies trage ich in (5) ein; dann folgt wegen (11) 


Emorf—nont) 
Geant ¢ ve 
F(z,y)=)) 2D (2) N(w—(moj—nw{))"” 


2xi8 





oder, da w;, — w{ eine Basis von K ist, 











oo &4 

enc iets) . 4 ae 
12) N ot Fn ee - 
(12) Pt (u+éye a pe 


wo 4 alle ganzen Zahlen aus K durchiauft. 


Die Formel (12) ist unter der Annahme s > 4 bewiesen worden. Da8 
sie fiir jedes s > 1 gilt, erkennt man folgendermaBen: Es sei G ein ganz 
im Endlichen gelegenes abgeschlossenes Gebiet der Halbebene Rs > 1. 
Dann gilt offenbar die Abschitzung (6) des allgemeinen Gliedes von (4) 
bei geeigneter Wahl der Konstanten LD, und LZ, gleichmaBig fiir alle s 
aus G. Die linke Seite von (12) konvergiert also gleichmaBig fiir alle s 
des Gebietes G, stellt also eine dort regulare analytische Funktion von ¢ 
dar. Die Gleichung (12) gilt demnach sicher dann fiir s>1, wenn die 
rechte Seite gleichmaBig in G konvergiert. Wegen 0 < are(w —1)< a2, 

-2 < are(w’ — 2’) < 0 geniigt es, gleichmaBige Konvergenz von 


+2 +2 —Rs —Rs 
(13) 3? DS) {(ma,+nw,—Rw)*+(3w)*} * {(moj+nwj;—Rw’)*+(Jw’)*} e- 


zu beweisen. Nun ist, wie geometrisch sofort einleuchtet, fiir jedes Paar 

ganzer Zahlen k,/ die Anzahl der Lésungen der Ungleichungen 
k<|mo,+ now, — Rw | <k+1, 
l<\|mo,+ nw; — Rw’| <1+1 


in ganzen rationalen m,n kleiner als L,, so daB (13) die gleichmiBig 
konvergente Majorante 


L, {| 3w Sw! + ed ee ah ae 7 5 (e)-**} 
k=1 i=1 k=1l=1 
besitzt. 


CF {10’— (mo, —n«,)}) = ~ 7, ait (men-menld) 


N (w—(m wf —n w{)}* = ¢# 108 {w—(marg—neol)) +0 log (w' —(mog—no)) 


mit dem Hauptwert des Logarithmus. 
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(12) bildet die Verallgemeinerung einer wichtigen Formel von Lipschitz **) 
auf reell-quadratische Zahlkérper. Fiir den speziellen Fall s—2,3,..., 
z= 0, y= 0 ergibt sie sich auch aus einer noch nicht publizierten Formel, 
die mir Herr F. Bernstein im Sommer 1920 mitteilte. Diese Bernsteinsche 
Formel hat mich zuerst zu den Untersuchungen dieses Paragraphen ver- 
anlaBt **). 
Setzt man in (12) z=0, y=0O und schreibt noch = — = an 
Stelle von s,w,w’, so wird fir s>2, Jw>0, Gw’<0 
s—1 
ast® *(r jae 
(14) Nu? e We ol 4 dete, 
od 4 N(w—21)* 


§ 3. 
Zerlegung des Fundamental-Parallelogramms. 
In diesem Paragraphen schicke ich zwei Hilfssitze voran. 


Hilfssatz 1. Es sei w,, @, eine Basis des reellen quadratischen 
Zahlkérpers von der Grundzahl d. Es seien u und u’ zwei reelle Zahlen. 
Zu jeder Zahl L > Vd gibt es vier ganze rationale Zahlen z,, 2,4, y,, Ye, 
so daB die folgenden Ungleichungen gelten: 


I(¥.0, + yog) 4 — (2,0, + 240,)| SY, 


, , , ’ , d 
(Yr @y + Y_@,) U’ — (%,@, + %@,)|< #: 
Yi%+4%%|/SL, |yo+yo|SL, y,0,+ 9,0, +0. 
Beweis. Die Determinante der vier linearen Formen in y,, y,, 2,, 22; 


die in den Zeichen des absoluten Betrages auf den linken Seiten der ersten 
vier Ungleichungen der Behauptung stehen, ist 





0,4 Ou —@, —@, | 
wou’ o,u’ a @; = Ws | , \2 
= (w,@, — w,@;) =d; 
| @, @, 0 .:.4 
, , 
| MO, @, 0 0 


das Produkt der rechten Seiten ist gleichfalls d. Nach Minkowskis Satz **) 

1) Vgl. R. Lipschitz, Untersuchungen der Eigenschaften einer Gattung von un- 
endlichen Reihen; Journal fir die reine und angewandte Mathematik 105 (1889), 
S. 127-156. 

12) Wie mir Herr Hecke mitteilt, hat er bei den Untersuchungen iiber seine 
Zetafunktionen die Formel (12) ebenfalls gefunden. 

8) Vgl. H. Minkowski, Geometrie der Zahlen; Leipzig und Berlin (B. G. Teubner) 
1910; § 37. 
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iiber lineare Formen gibt es vier ganze rationale Zahlen y,, y,, 2,, %-, 
welche den ersten vier Ungleichungen geniigen und nicht simtlich 0 sind. 
Wire nun y,@, + y,0,=0, dh. y, =0, y, = 0, so ware 

d 


| (wm, + 2m) (4,0; + %,@5)|S L® <1, 


also auch z,@, + 2,@, = 0, z,=0, z,=0, was nicht zutrifft. Also gilt 
auch die 5. Ungleichung der Behauptung. 

Hilfssatz 2. Es seien y, und y, zwei verschiedene Zahlen aus K 
mit den Nennern a, und a,. Man deute (y,, y;) und (y,, 7,) als Koordi- 
naten zweier Punkte in einem rechtwinkeligen Achsenkreuz. Dann ist der 


Abstand dieser Punkte gréBer als om ag 
Vv Na, Na, 





Beweis. Es sei y, =, n=, @, = 0,C,, & =a,C,, unda,,a,,8,, 8, 
ganz. Dann ist das Quadrat des Abstandes 


| 2 
= P P 1% — . al — Blaf) 
(15) r*=(y,— 79) +(x{— 7%)" = sea) Tv (ete 
Nun ist 


CBr» GlBe, G/B ty— Bam 0, CQ Blay— Ara;, 








also 
+) (Bret — Byer)” (Biay—Bgot)* _ yr (Byty—Bye,\? 1 1 
(16) eal aftas® = N( 7. ) Na? Na} 2 Na? Na?" 
Aus (15) und (16) folgt 
2 1 


3 => 
. = Na, Na ~ Na, Na,’ 





also die Behauptung. 


Unter dem Fundamental-Parallelogramm E verstehe ich dasjenige 
Parallelogramm in der wuw’-Ebene, welches durch die Substitution 
u=zow,+yo,, u’=zo;+ yo; aus dem Quadrat 


1 1 1 1 
—gSt<ty —yZSy<ta 


der zy-Ebene entsteht. Von den Ecken des Parallelogramms wird nur 
das Bild des Punktes (— 3, —}) der zy-Ebene mitgerechnet, von den 
Randern nur die an jenen Punkt anstoBenden. Ich nenne zwei Punkte 
der uu'-Ebene kongruent (mod 1), wenn sich ihre Koordinaten um kon- 
jugierte ganze Zahlen aus K unterscheiden. Jedem Punkt der uu’-Ebene 
ist dann (mod 1) ein und nur ein Punkt von E kongruent. 

Ich zerlege nun die uu’-Ebene folgendermaBen in Bereiche: Eine 
feste Zahl M>d sei gegeben. Mit I bezeichne ich die Menge aller 
Punkte (y, y’), deren Koordinaten y, y’ konjugierte Zahlen aus K mit 
Nennern a, a’ von einer Norm Na < M sind. 
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I. Ist (y, 7’) irgendein Punkt der Menge I, so lege ich um ihn als 
Zentrum einen Kreis &, vom Radius ey 
2V¥MNa 


gehéren also verschiedene Radien. Nach Hilfssatz 2 schneiden sich diese 
Kreise nicht; sie lassen also einen Teil der ux’-Ebene frei. 
II. Ich betrachte die Menge 9 derjenigen Punkte, deren Koordi- 


naten y, y’ in der Form 


Zu verschiedenen Nennern a 








(17) a= 1% FHM a Senn ee 
Yi, + H_%,’ Yi. @{ + Yes 

(%,, Za, Y,> Yq ganz rational, y,w, + y,@, + 0), 

(18) l¥.0, + y.0,|< VM, \y.o; + ¥,0,;|< VM 


dargestelit werden kénnen; dies ist eine Teilmenge von It. Da die beiden 
Ungleichungen (18) nur endlich viele Lésungen in ganzen rationalen y,, y, 
besitzen, so gibt es fiir jeden Punkt von IM nur endlich viele solcher Dar- 
stellungen. Jeden Punkt (y, y’) von I umgebe ich nun fiir jede der end- 
lich vielen Arten der Darstellung in der Form (17), (18) mit dem Rechteck 
yd 


i= v-1s 
|y.@y + yoy | ye 


| 2s + Yo | ym’ 
Zu jedem (y, y’) von M gehdren also endlich viele Rechtecke R,. Jeder 
zu (y, y’) kongruente Punkt (7, 7’) gehért ebenfalls zu WM, und da 7 — y 
eine ganze Zahl aus K ist, so sind die Rechtecke Ri; den Rechtecken R, 
paarweise (mod 1) kongruent. 

Zu jedem Punkte (uw, w’) sind nun nach Hilfssatz 1 vier ganze ratio- 
nale Zahlen z,, x,, y,, ¥, derart angebbar, daf 


u—y 





| u a < —— es a , — , , , 
w%+%%| ly o,+y,0,\~¥M° | Wi +929 | = \y wf+y.of|¥M 
0<|y,0,+y4,0,|<VM, 0<|y,o;+4%,0;|< VM 


XW, + TyWy 


a coe gehért (y, 7’) zu M, und (u, u’) 
liegt in einem Rechtecke R,. Die Rechtecke iiberdecken daher alle Punkte 
der Ebene; eventuell zum Teil mehrfach. 

Die ganze Figur von Kreisen und Rechtecken geht in sich iiber, 
wenn £ in ein (mod 1) kongruentes Parallelogramm verschoben wird. 
Von den Rechtecken (oder Rechtecksteilen) fi,, die in H liegen, lasse ich 
zunachst diejenigen Stiicke fort, welche in die Kreise §, fallen. Schneiden 
sich zwei der iibrigbleibenden Teile der R, in HZ, so lasse ich ferner bei 
einem von beiden das gemeinsame Stiick fort. Da nur endlich viele R, 
in EZ hineinfallen, so erhalt man nach endlich vielen Schritten eine ein- 
fache Uberdeckung des Fundamental-Parallelogramms. 








XW, + Ty We ya | os? ©, @{ + 2, wy vad 


ist. Setzt man dann y = 
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Es sei % eines der endlich vielen Stiicke, in welche Z bei dieser 
Oberdeckung zerfallt. Dann ist also Teil eines Kreises oder Rechtecks, 
das um einen ganz bestimmten Punkt (y, y’) der Menge IM oder M ge- 
legt ist. Diesem Punkte (y,y’) ist (mod 1) ein Punkt (7, 7’) von Z 
kongruent; eventuell koinzidieren beide Punkte. Ich verschiebe nun das 
Gebiet %, indem ich die Koordinaten aller seiner Punkte um 7 — y und 
y’ — y’ vermehre; das durch diese Verschiebung entstandene, zu § (mod 1) 
kongruente Gebiet ordne ich dem Punkte (7, 7’) von EF zu. Dies fiihre ich 
fiir alle die endlich vielen Teile § von EZ aus. Das Ergebnis ist folgendes: 

M>d sei gegeben. Die (endliche) Menge derjenigen Punkte von EZ, 
deren Koordinaten y, y’ konjugierte Zahlen aus K mit Nennern a, a’ von 
einer Norm Na < M sind, werde mit € bezeichnet. Jedem Punkte (y, y’) 
von € ist ein Gebiet 9, zugeordnet (,,umbeschrieben“), welches sich aus 
endlich vielen Polygonen zusammensetzt, deren Seiten Strecken oder Kreis- 
bégen sind. Zeichnet man zu allen §, die ihhen (mod 1) kongruenten 
Teile von Z, so iiberdecken diese Teile das Gebiet Z liickenlos und einfach. 
%, enthalt den Kreis §&,; der iibrige Teil von %, (wenn es einen solchen 
gibt) werde mit > bezeichnet. Irgendein Punkt (u, u’) der Ebene liegt 

1. entweder auBerhalb von §,; dann hat er nach I. von (y, y’) min- 
destens den Abstand —— 











2\yMNa’ 
2. oder in &,; dann ist nach I. 
1 “he? | 1 
(19) \«—7| Sa’ | ? \S aya’ 


3. oder in §,"; dann ist nach II. fiir vier gewisse ganze rationale 
Zahlen a,, a,, 5,, 5, 











__ 4, @, + A, W, 1 __ @, @{ + a,@s 
7 By 0, + by Oy” Y= 9, 0f +b,” 
(20) boneless oo |b, wi + b,w,| << VM, 
135|N(b,o,+6,0,)| <M, 
vd , , va 
21 _ —, _ =. 
CY) Isl aaeae | 7! ST eral 


Diese Zerlegung in Bereiche 3, nenne ich kurz die F-Zerlegung. 


§ 4. 
Gang des Beweises. 
Es seien ¢ und é’ zwei Unbestimmte, die den Bedingungen $t > 0, 
St’ << 0 geniigen. Dann ist fiir jedes natiirliche s 


2 a 
nist git 


(22) 8 (t, f)=( 3 ‘) = SAlie all 
ofa 


oln 
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wo A,(4) die Anzahl der Darstellungen der ganzen Zah] 4 als Summe 
von # Quadraten ganzer Zahlen aus K bedeutet. Ist u irgendeine ganze 
Zahl aus K, so sind S ="! und S “% stets ganz rational, und zwar beide 





va va 
=0 nur fir ~=—0. Nach (22) ist also 
_nigzt +$ +} ani gets) 
(r)=e ¥ f [ 0°(¢+2(20,+yo,), 1 +2(20i+yos))e va 
-$-+ 


—tai 3 —% 


~xte—t 
=e 4 [for(etout't2u'ye 4 dudu’: 
V 
& 
und folglich bei Benutzung der F-Zerlegung 


on 
—- 321 3—— 


1 -at8— ’ 
(23) 4,(*)= 6 4S [fore+eut tan’) V4 dudu’, 
? By 


wo y alle Zahlen von € durchlauft **). 
Es sei a der Nenner von y. Setzt man 


ent sft 


G(7)= De *, 


e moda 
so ist nach (3) fir 0< {w—-0, 0>3w’—0 
ot ’ G (7) *# 48) 
o 2y, ———). ) 
(w+2y, w’'+2y’)~ (weneye) 
In § 5 wird dies angewendet fiir w= ¢+ 2(u—y), w’=#’+2(u'—y’), 
wo (u,u’) einen Punkt in %, bedeutet; dort wird namlich die Funk- 
tion # (¢+ 2u,¢’+2u’) aus dem Integranden bei (23) ersetzt durch 
(— — ). In § 6 wird diese Funktion unter Be- 
Na Vt+2(u—y) Vt'+2(u’ —y’) 
nutzung von (14) ersetzt durch die Reihe 








‘ nig Mitt? ur) 
(G2) ax Date “ 
"om(get 


In § 7 wird schlieBlich jedes %, wieder durch das ganze Fundamental- 
Parallelogramm ersetzt und in (23) die Summe iiber ein vollstandiges 
System (mod 1) inkongruenter Zahlen y **), nicht nur iiber die Zahlen y 





4) Der Integrand hat in z, y die Perioden 1, 1; also darf das Integrations 
gebiet E durch die Gebiete §, ersetzt werden. 

8) ¥w und yw’ haben ihre Hauptwerte. ; ; 

*) Zwei Zahlen aus K heiSen inkongruent (mod 1), wenn ihre Differenz nicht 
ganz ist. 


dza 
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der Menge ©, erstreckt. Dann tritt an Stelle von A,(») bei formaler 
Rechnung der Ausdruck 


~ se . s nig LAt+2e— m - is—* 
I va x* G (ry) -~ va va 
Va’ xf —— mee > Nu e é€ d 
rs fr i) 2 neo 
2 
ae 
- ne? G (7)) va 
Fea ee = 1 2 (S 
2 
r* ()a 


Die auf der rechten Seite auftretende Summe ist gerade die in Formel (1) 
mit © bezeichnete GréBe. (1) behauptet also 
A,(v) ~ B,(r), 
fiir jedes s>5, »>0, Nv-+co, wobei im Falle eines geraden (also 
durch 4 teilbaren) d die Zahl » von der Form a+b6Vd mit ganzen 
rationalen a, b ist. 
§ 5. 
Abschitzung von > (¢ + 2u, t’+ 2’) im §,. 
Zunachst untersuche ich die in (3) auftretende Summe 


cen aa 


G(y,4 =)’. 


e moda 
hierin ist y vom Nenner a, A irgendeine Zahl des Ideals :, und @ durch- 
lauft ein vollstandiges Restsystem (moda). Es wird 


(e—2)((e+o)7+4)} t{(r+20) y+4) 


2xi8 2248 — 
.? 7 
(24) |@(y;4)/*=S) Se > ae 14 
oemoda «moda rmoda omoda 
ent gs ttt 3° axis ectt 
=D'e > e le 
tmoda omoda 


In der inneren Summe hat 2ry = als Nenner das Ideal a oder einen 
Teiler von a. Ich unterscheide drei Fille: 

1. a enthalte verschiedene Primidealteiler. Dann gibt es eine Zer- 
legung a = a, 4,, (a,,a,)= 1. Es existieren zwei Hauptideale («,) = a, f,, 
(a@,)=a,f,, so daB (f,f,,a)—1 ist. Durchlaufen o,, 0, vollstandige 
Restsysteme moda,, moda,, so durchliuft o = o,a, + 0, «, alle verschie- 
dene Reste mes Es wird 


@x gg cat cee) B exig 2F% exis 728% 


2ai = = 
(5) Ye ade = = de ve ye all 


% 


und die Nenner we, Bo, und fa, sind a, und a, oder Teiler dieser Ideale. 
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2. a sei Potenz eines Primideals: a = p*, k>2. Es gibt ein Haupt- 
ideal («)= pq mit (p,q)=—1. Durchlaufen die Zahlen o,, 0, vollstandige 
Restsysteme modp, modp*-!, so durchliuft o =: 0,a*-!+ 6, ein voll- 


stindiges Restsystem moda; und es wird 


&-1 k-1 
: exis ot aaca 2S _to0F e ass 228 2 exis 2% _ # 
98) | d 4 a 
(26) Se 4» we =Dre * ae a ae 
e ~ % “s % 
wo a*-18 den Nenner p oder 1 hat. 
oh 
22i8 


3. a sei ein Primideal p. Dann ist De ‘4 __ 0, wenn f den 
Nenner p hat, — Np, wenn # ganz ist”). 

Aus diesem letzten Fall 3 ergibt sich mit Riicksicht auf (25) und 
(26) fiir beliebiges a 


(27) e V4 _ 0 fiir nicht ganzes 8, = Na fiir ganzes f. 
omoda 


Offenbar gilt dies auch fiir a = 1. 

In (24) hat nun y den Nenner a; die Zahi 6 = 2ry ist also ganz 
nur fiir a|2t. Dar alle Reste moda durchlauft, so ist a| 21 héchstens 
fiir N2 = 4 Werte vont. Die innere Summe bei (24) ist also fiir héchstens 
vier Werte von t von 0 verschieden und dann = Na; also ist 
(28) G(y,4)\"<4Na, G(y,4)|<2VNa. 


In (3) trenne ich von der rechten Seite das Glied 4 = 0 ab und schreibe 


= wt exis Srtes 
(9a) i eal a | 
(29 8, = >'¢ : | 
— |'Aae0 oe moda 
dann ist nach (28) 
2° 
—— Ty ~ (ats + ae 
(30) S, < 2VNa)> € \ wyd/ Zz aVNa > e-84 “, 
| 1| 
nied re bea 
wo 
(31) S U a ¢ 1 , 
(31) —qse-” Gown? 


gesetzt ist. v und v’ sind positiv wegen Jw >0, Jw’ <0. 


*) Vgl. Hecke, R. 
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Es sei ¢ >1 die Fundamentaleinheit von K. Sind p und gq irgend 
zwei positive Zahlen, so gibt es eine ganze rationale Zahl m derart, da8 


(32) L..<-— es, L.<-—e’™ 


vPq vPq 
ist, wo L,, (wie auch weiterhin L,,,..., D,,) eine positive nur von K 
(und weiterhin evtl. von s) abhangige Zahl bedeutet. 
Bekanntlich liegt in jedem Ideal a eine Zahl « +0 mit 


(33) |\Na\|<L,, Na. 
Aus (30) folgt fiir dieses « 


or 3? 
\S,|\s2VNaDd'e “, 
o|A¥o 


wo 4 alle ganzen Zahlen +0 durchlauft; also, wenn in (32) p= “ 


q= . gesetzt wird, wegen (32) und (33) 
a 
- - 2, ~ie i 
(34) \S,|<2VNa de = * 


o|Axo 


si* 


Es sei nun » eine ganze total positive Zahl, fiir welche die Funktion 
A,(v) abgeschatzt werden soll. Offenbar ist A,(e*v) = A,(v), ich darf 
also ohne Beschriinkung der Allgemeinheit wegen (32) 


(35) L..< TN’ Lu < Ws 
voraussetzen. Ferner sel Nvy>d *. Ich bilde die in § 3 beschriebene 
F-Zerlegung mit M=VYNyvy>d. Es sei (y, y’) ein Punkt der zu dieser 
F-Zerlegung gehérigen Menge © und a der Nenner von y. Liegt dann 
wu, u’) in §,, so ist, wenn 
_ ’ \. wl __ & % + @, @, 
u—y= 8, more =o, _ b, wm, + b, w, 


gesetzt wird, nach (19) und (21) 





(36) |@|< Wig c Fs ig) in 8°), 
b, w, +b, o, | Nr | b, of +b, wf |Y Nr 
(8) (Os, at ((u, u’) in &,). 
2V¥ NaY Nr 2V¥ Nay Nv 
Es sei 
po aE 
(38) VNe’ vNr 


w=t+20, w’=t'+20’, 
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dann ist ¥w>0, Yw’< 0, und nach (31) 











- 1 
— i, oat a. a 
ve 2. 2 , 

n,+*? wr +49 


Aus (36) und (37) folgt 


N a , 3 1 : 3 ; l Ty 
y. —<L, N aVNyr Ny +40 | Ny +40 
oo ~ ‘Ve Ny 
Na f b, w, +b, w, )? ae i f b, of +b, of) of) z —- 
Lys N (6, ‘@, +d, @,) | VNyr v 4d Vir t 4d 


lA 


fiir (u, u’) in R*, 


TN 'N ‘ — 
Lys ) ye +1 J 7c + 1 fiir (wu, uw ) in en 





Nun ist aber Na < M=YVN > und ebenfalls 


, ; a r ‘ @ . , 
(b,0,+6,0,) <VNyr, (b,0{+6,0,) SVN», 
sowie 
Na'\ N( b, O, -- b, @,). 


Bei jeder der beiden Méglichkeiten fiir die Lage von (u, uw’) folgt also 


P Na 
(39) yoo’ < Ly: 

Setzt man in (34)4—m om, + nag, 80 steht rechts im Exponenten eine 
negativ definite quadratische Form in m und n; und mit Riicksicht auf 
die Abschatzung (39) folgt daher aus (34) 

Ing 2 
i IT 16 “Na. 
S,|< L,, VNae " 
Aus (29) und (3) ergibt sich also: Liegt der Punkt (u, %’) in %,, so ist 





G (7,0 hae Fe 
(40) 0(64- 20, + 80") on —— ee + Bee, © 1: 
Na yw yw’ VNa y| ww’ ty 
darin ist gesetzt t= — t’ = TW’ w=t+2(u—y), w’=t'+2(w’—y’), 
3%. “Me a 8 
0 — Fle V— ASe 
Schreibe ich G(y,0)=G(y), so ist nach (28) 
G(y) 2 
41 |S a: 
( Na x VNa 


Mathematische Annalen. 87. i 2 
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aus (40) folgt demnach fiir natiirliches s 
~1, we 


. i i e 16 'Na 
(42) 0 (t+2u,¢'+ 2u') (5 Oo) Pe me Be. \H,|<L,,, 
Naywyw’ = ee 
(Na|ww’ |)? 
wo (uw, u’) irgendeinen Punkt aus %, bedeutet. 
Nun ist 
you’ x 





Na Va VNoNelww'|’ 
daher gilt, weil die Funktion z*e~* fiir festes a > 0 im Gebiet z> 0 be- 
schrankt ist, fiir s > 4 








Pate L Nyt 
73 8 (Na\ww’|)*’ 
(Na|ww’!)* 
also 
— Iie we : +2+@ 
(43) JJ sande’ s bu ae - “1 , —o : 
8, (Na|ww’|)® —s -e G+ 4u—v)*) (q+ 400-29’) 
= Ly a ¥.t 
Aus (23), (42), (4) _ nun 
-8nts—— Ss 
BS oe (Ss "e va 
A,(r) =e py UI S20) a dudu’ + H,**;}, 
tot 
\H,| < Lye, 


wo iiber alle y der F-Zerlegung summiert wird. Die Anzahl derjenigen 
Zahlen y, die ein festes Ideal a zum Nenner haben, ist »(a) < Na; ferner 
ist Na<M=VN», und daher 
2 ys ey We < L,, log Nv.’ ” 
Nas Nr 
Folglich gilt fir s > 5 


~2n48 = 


¢  dudw’ +H, No* log No}, 





Wish. 





%*) Dies folgt aus der bekannten Relation ~ eg =O (a) darch partielle Summation. 
Es war Nvy>d’. Was 
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§ 6. 
Abschitzung der Vergleichsfunktion. 


Es sei (y, 7’) ein Punkt der F-Zerlegung. Ich umgebe ihn mit dem 
Parallelogramm 


u=y+zo,+yo,, u'=y'+2o0;+yo;, 
1 1 1 1 


Von diesem lasse ich denjenigen Teil fort, dessen Punkte denen von %, 
kongruent (mod 1) sind. Das iibrigbleibende Gebiet werde ®t, genannt, 
R, und F, zusammen heiBe H,. In diesem Paragraphen soll die Reihe 


(45) 8, = 3’ ———,, (s> 4), 


47° | N(w—2a)|? 





in der 4 alle ganzen Zahlen von K exkl. 0 durchlauft und 





(46) w=t-+2(u—7) = +20, w= t'+2(u'— 7!) = — 2 +26" 


VN Vr 
gesetzt ist, fiir alle Wertepaare (u, wu’) aus ZH, abgeschatzt werden. 

Nach (46) ist 
(47) | N(w—24)|\*=(9-+4(0—4)")(y. +4(0'-2’)’). 

Ich werde zuniachst beweisen: Fiir jeden Punkt (u,«’) aus HZ, und 
jedes ganze 1+ 0) ist 
(48) max (|@ —4|, |0’—4'|)> Ly. 


1. (w,u’) liege in R,. Fiir jedes ganze 4=—1,@,+1,m,+0 ist 
mindestens eine der beiden Zahlen |1,|,|/,| => 1, also mindestens eine 
der beiden Differenzen |z—1,|, |y—J,|=>%; wegen 


6@—i=(r—1,)o,+(y—1,)o,, 06’—’'=(2—1,) of + (y—1,) 0% 
ist demnach max (| @ — |, | @’— 2’|)> L,,. 


2. (w, wu’) liege in dem Teil &, von %,. Dann ist nach (19) 


\ i ! " 1 1 , Da’. 7 LAD 1 
(49) |@ — 4) 2 14|—Tage er l4l— 2 |O—A’|>|4|—5- 


Nun ist 4 ganz und +0, also |i44’|>1, max({A|,|4’|]) >1 und 
nach (49) max (|@—4|,|@’—4’|) >}. 


3. (u, u’) liege in dem Teil * von %,. Dann ist nach (21) 
Fi 
@~ iis li|—- eee \ja’—Aa"| > |a’|— = ae 


|b, @, +b, wy | VM * | b, wf +b, of | YM” 
Q* 
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also nach (20) 





}@—al+]e’—a'|>faj+ja’| — M2 > Ja) 4-4 2'| —2va. 
= NayM ~ 


Fir |4|+|4’| >2Vd+1 folgt hieraus max (| @—4|,| 0’ —’’|) >}; 
ferner sind wegen | 90’ | <7 <1 die Differenzen 9—A und 6’ —i’ 
nicht zugleich 0, so daB fiir die endlich vielen 4 mit |4|+-|4"| <2Vd+1 
eine Ungleichung max (| @ — 4|, | 6’ — 1’|) > L,, gilt. 

In jedem der drei betrachteten Fille galt eine Ungleichung der 
Form (48); also gilt (48) allgemein. 

Die Anzahl der Lésungen der Ungleichungen 


k<|O-—a’l<k4+1, 1<5|0'—4'|<141 


in konjugierten ganzen Zahlen 2,4’ ist nun kleiner als L,, (vgl. den 
SchluB von §2). Mit Riicksicht auf (47) und (48) folgt 


7 1 y 1 G l , - v7 1 
aL ee ee eS eS 
\ / = j > = > 
(2 1,,)3 b=1 | »z\2 ' (+2) k=11 4k? 
\yNyr ] vVN , / \y Nr 
s 
< L,. Nr‘ 
Aus (14), (45), (50) folgt 
e 1 x* <—1 iS" — x 
(8) > Nee a va +H,N y*. HA, < Sass 
38 2/{8\ga ure 
ww? §=r7(5 


fiir (u,w’) in E,. 


§ 7. 
SchluB des Beweises. 


Durch die Substitution u—y-+ 0, u’=y’+ 6’ fiihre ich in (44) 
6 und 6’ als Integrationsveranderliche ein. Dadurch gehen die Gebiete 
%,, R,, #, der wu’-Ebene in Gebiete > R,, E, der 9 6’-Ebene iiber. 
Dann sind die Punkte von EZ, denen des Fundamental-Parallelogramms E 
kongruent (mod 1). Jeder auBere oder Rand-Punkt von %, hat von dem 
Noullpunkt @=0, 6’=0 nach den Eigenschaften der F-Zerlegung 


mindestens den Abstand —_— ; a —. 
2YVMNa 2WNvYNa 





Folglich ist nach (41) 
und (46) 


(52 
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JL 21 
oe | et” +2 ; 2 
(52) SJ (Gye __aoae'|<t,na*{ “o< 
| a/ Ss . 
3 -@ 1 \ P 
- “a mem l(t ++ 6) Gh ++e")} 
‘inl ae 
<L,,Na *Nv* es 








Vie (142%)" 
2/Na 
Fiir s > 2 ist aber mit Riicksicht auf Na < M = VN»r 


a 
e 


(53) j- & 





‘'i_—— i-3 
<7 (SE) 
s = 30 ° 
: yNa 
5 (1 +2") 
2yNa 
(52) und (53) liefern 
~92 Se 3/e 
yd : 37) , 
on | CP acer <n y 4, 
w a it 7 Ne® * 
Nun ist aber fiir s>5 
, 19 ' 
(55) Sis J <lwt; ? 
Y Net 4 NaSV¥r yas 
es folgt also aus (44) wegen (54), (55) die se 
v(y+9) 
1 ~*i8 (G erat vad 
(56) A,(v) =e wy SJ! (7) ded0’ 
vd \ Ne) Be pee 
7 BE, tart 


3/es 1 
eS. oe 
|, © Teens | Hi, <f,, 


Ich trage nun im Integranden die rechte Seite von (51) ein und 
erhalte 





— 2248 - rj 
8 y - 
(57) ff (G2) ‘____"" 4ede 
BE, ww’? 
s uw t+20) -o "(¥+9) 
a x* G(r) x y ae xtS3— rz —22iS — Va . 
” Se He) Sf Se eee 6oee 
} \s, d * Ey, : 


— | Wa | 
19) Vgl. 1%). 
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Der Integrand auf der rechten Seite dieser Gleichung konvergiert 
gleichmaBig fiir alle 6, 6’: ich darf also gliedweise integrieren. Er 
andert sich ferner nicht, wenn (9, 6’) durch einen (mod 1) kongruenten 
Punkt ersetzt wird; ich darf also iiber Z an Stelle von £, integrieren. 
Es ist aber 


8 (“— -¥)0 


- 2 ator “8268 = 22i8 
(58) > Nu® e # {fe V4 dede’ 
a>o 
ats— 9 ~gais—t 
a Vde van 2 


und nach (41) fiir s “= 


G 
| 














(59) ye < L,, 34 3 Ly, . 
7 Na® * Na’ 
Aus (56), (57), (58), (59) folgt fiir s>5 
" a , & -—82i A 4 
0) A= et SY Oy od 
,3/% — y 
r\5)@ * 
~ote<e, wee ) LU 
+ Hse “ar log Nv 
| Hs| < L,,. 


In der Summe _’’ durchlauft y ein System solcher (mod 1) inkon- 


r ; 
gruenten Zahlen aus K, deren Nenner a eine Norm Na < VN» haben. 
Hebt man letztere Beschrankung auf, so andert sich die rechte Seite von 
(60) um eine GréBe vom absoluten Betrage 


” . 
=—3 
(61) <L,, Nv’ Py : <L,,Nr*. 
Ne>V¥r yg? 
Ferner ist nach (35) 
¥ - | a i 
— a — ~ ete 
VN r Ly VN y Ly» 
also nach (38) 
, agate 


~2s(—_"*_ rome < 
(62) ie io. Weim) — 


Da nun fiir s>5 
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gilt, so folgt aus (60), (61), (62) 
<—1 —tnis s 
*N 2 ra] \e =-1 
(63) A,(v)= ——— e-i Py ata) e V4 4 o( ny! ); 
(ar 7 

in der Summe durchlauft y ein vollstandiges System (mod 1) inkongru- 
enter Zahlen aus K, d. h. ein vollstandiges System von solchen Zahlen 
des Kérpers, deren Differenzen nicht ganz sind. Diese unendliche Summe 


nenne ich die ©- Rethe; sie soll im folgenden Paragraphen naher unter- 
sucht werden. 





§ 8. 
Summation der S-Reihe. 


Zunachst wird die G-Reihe als unendliches Produkt geschrieben. 
Setzt man fiir festes ganzes » und natiirliches s 


.g ~iatS = 


Ha)=S(Ge)e 


wo a ein ganzes Ideal bedeutet und 4 ein vollstindiges System von p(a) 
mod 1 inkongruenten Briichen mit dem Nenner a durchlauft, so ist fiir 


s>5 


S =>’ (a); 


hierin durchléuft a alle (ganzen) Ideale. 

Es seien a und 6 zwei teilerfremde Ideale. Durchliuft x ein voll- 
stindiges System mod 1 verschiedener Briiche vom Nenner a, 4 ein voll- 
stindiges System mit dem Nenner b, so durchliéuft «=x -+ 4 ein voll- 
stindiges System mit dem Nenner ab. Folglich ist 











—anis ~* ~angs"@* 
- G (n)\* ve _ G (x+A) y v@ 
(64) H(ab)— 3 (Fan) * = ( Nab Je 
In 
ans ttet 
G(xt+ay—Ddie ** 
emodab 


setze ich o=o0-+-1, woo ein vollstindiges System moda inkongruenter 
durch 6 teilbarer Zahlen und + ein vollstandiges System mod inkon- 
gruenter durch a teilbarer Zahlen durchlauft; dann wird 


2 2 
is? axtrth 


(65) G(x+4)=7 Py V4 — G(x) G(a). 


omoda +modb 
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Aus (64), (65) folgt 


ua * _ —22i8 
H(ab) = 5 (2)\'e “ur v ayy , fom (a) H (b). 


Na — =) 
A 
Reihe die Produktzerlegung 


Demnach gestattet (fiir s>5) die G- 
H(p)+ H(p*)+..., ™) 


= IJ (); J(p)=1-+ 


wo p alle Primideale aus K durchlauft. 
Bei der Berechnung von J(p) behandele ich zunachst den Fall p +2. 
Es sei a eine natiirliche Zahl und 6 eine Zahl aus K vom Nenner p*. 
Ist dann x ganz und nicht durch p teilbar, so ist **) 


G(x8)=(~) @(8), 
wo (=) das quadratische Restsymbol bedeutet, und ae 


Ce 3p? ~ (Eye 

hierin durchlauft x ein System von y(p*) mod p* inkongruenten zu p 
primen Zahlen. Ist a>2, so durchlaufe o ein vollstandiges System von 
N p*-* mod p*-* inkongruenten Zahlen, x, ein reduziertes Restsystem 
mod p; ferner sei x eine genau durch p’ teilbare Zah] und x=—x,+ 29, 
dann ist 


~8at8 = 


(66) H (p*) = 





3 é 3 
-32t8 —— —22ts—- -2a1s—2—- 


SH.  F-Te". “ye. 


Nach (27) ist ma.5 oS fiir p*-!4+y,°*) = Np*-' fiir p*-'|»; also 


vn, 


as -2xi8~ — —22i8 


(67) 3’ (5) ’ F fir pet», — Nps (%) Wid 


fiir p*-"|». Dies gilt auch fir a= 1. 


20) Nach (41) ist 
|H(0)|</( a) Na, 
also ‘ 


| J(v)— 1] —>— - 
——1 
Ny? -1 
so daB J] J(p) fiir s>5 absolut konvergiert. 


> 
*1) Vgl. Hecke, R. 
**) Sind a und 6 zwei Ideale aus K, so bedeutet das Symbol a+56, daB 6 
nicht durch a teilbar ist, also das Gegenteil von a|b. Geht ein Primideal p in 6 


genau zur k-ten Potenz auf, so wird dies (nach Hardy und Littlewood) durch p*|b 
bezeichnet. 


> 
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Im Falle p*-*|» (der fiir a=1 stets vorliegt) ist noch 5S zu be- 
rechnen. Ist auch noch p*|y, so ist »x,d ganz und daher : 


Ai axig zi? 


(68) > i? 1 


also = 0 fiir ungerades as, — Np—1 fiir gerades as ™); ist dagegen 
p*+¥», so hat »x,d den Nenner p und es ist 


a ent g 1? 


(69) 2 (2) e oo G(— 6) fiir ungerades as, 
=—1™) fiir gerades as. 
Aus (66), (67), (68), (69) folgt 
(70)  H(p*)=0 fiir p24», 





= Ny (Se) @(- vd) fiir p*-*|», as ungerade, 


= — Nps (SOV fiir p*-'|y, as gerade, 
= fiir p*|», as ungerade, 


= Np*1(Np — (SV) fiir p*|», as gerade. 





Nun ist fiir gerades a die GauSsche Summe G(d)=— Np*. Ferner 
a-1 


ist fiir ungerades a, wenn A, eine genau durch p * teilbare ganze Zahl 
@-1 


bedeutet und 4, ein Bruch mit dem Nenner p? ist, 


G(8)=Np * G(236) "> 
und 


G(— v8) = @(—vatiza) = (4*) @(— aa) (pe |»), 


also fiir ungerades ag und p*-"|» 


a—1 a-1 


. 2 @ ae ; 
(71) ey G(— rd) —(*") (" . euio) ‘Np? Np *) 
Np* p Np* Np* 











*) Es gibt =" quadratische Reste und a Fe Nichtreste mod p. 
%) Wegen p+, und (27). 
%) Vgl. Hecke, R. 
%) Nach (24), (27) ist 
@ (— afd) @ (ass) =| @ (478) |"= Np 
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Mit Riicksicht auf (71) geht (70) iiber in 
(72) H(p*)=0 fiir p*-*+y und fiir p*|», as ungerade, 





2 s-1 ae a(s—2) +1 
== (=) (Se) Np 2 fiir p*-'|», as ungerade, 
by ? 
a (s—2) 
= — (Say Np ? ~* fiir p*-'|», aungerade, s gerade, 
ra 


_ o(s—2) 


=—=—Np * fiir p*-*|», a gerade, 





a(se—2) 
— (ary Np —e —* (Np—1) fiir p*|», a ungerade, 
VN» 8 gerade, 
_ ale—2) 


=Np !? “(Np —1) fiir p*|y, a gerade. 





Nun ist, wenn kurz 4; = 4, gesetzt wird, 6, vom Nenner p und 


;g 0s -exis¢% 


G()— Se “, (A)ee)=De me. 2 
e mod » @ mod p 
also 
(73) Cy) = (=) Leal =(— : =). 


Fiir gerades s folgt aus (72), (73): Geht das Primideal p + 2 in » 
genau zur n-ten Potenz auf, so ist 


(74) J(p y=14 SHY (p*) 
@=1 
a(s—2) (n+1)2 (n+1) (e—2) 


m1 Bet Sat gy (at) ay 


a=1 


-( 2) 3(@) 


Fiir ungerades s folgt aus (72), (73): Geht p in » genau zu einer 
ungeraden Potenz n= 2k-+1 auf, so ist 
t 


(75) J(p)=1 + >) Np-*4-9-1(Np —1)— Np- +0 e-2-1 
b=1 


1 i 
(1 re N =i) 2 Np? *-*)’ 














Additive Theorie der Zahlkérper. I. 27 


geht aber p in » genau zu einer geraden Potenz n = 2k auf, so ist 


-1 
: (2k +1) (e—2) +1 


ad 32 — 
(76) I(p)—=1+ SN pre-e p—1) + (47) (5) Np 


k-1 


cae (1 =i we rs + 


b=0 








=)" 
i») (Ge 1 
i+ (=) “Np / = | Nptenw” 
wo A, einen Bruch mit dem Nenner p* bedeutet. 

Fiir gerades s > 6 ist nach (74) 


1 2 
J(p)> ( -— ): 
Ny? 
also, wenn Cg die Dedekindsche Zetafunktion des Kérpers K bedeutet, 


(77) I+()> I (1 ) > se" (5-1) Bea" 














p+2 pt Net” 
und fiir ungerades s > 5 ist nach (75), (76) 
J(p)21-— 
Ny? 
(78) I] 4(») 2 IT (1- ea) > oe (*5*) > cz*(2). 
pt2 +2 Np? 


Wegen (77), (78) liegt die G-Reihe dann und nur dann zwischen 
zwei positiven von » unabhangigen Schranken, wenn dies fiir J ([) gilt, 
wo [| einen Primidealteiler von 2 bedeutet. Ferner ist nach (74), (75), (76) 
J(p) stets rational und fiir p+ 


val 





(79) J(p)=1—-— = fiir gerades s, 
Ny* 
-1 
(oy) 
=1 +i? fiir ungerades s. 
Ny? 


Fiihrt man zur Abkiirzung die folgenden Zetafunktionen mit Charakteren ein: 
(—*)\ (=) (=") 
\a/ a = a 
Lo=-Laa aD a= Yaa 


*) Fir k=0 ist 4,=1 und J(p) gleich dem Ausdruck in der geschweiften 
Klammer rechts. 
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so ist nach (79), wenn c,,¢,, ¢,, ¢, rationale Zahlen bezeichnen, die 
zwischen zwei positiven von » unabhingigen Schranken liegen, 


(80) IT J(~)= 4 fir s=0 (mod 4), 
p+2 te($) 

rs fiir s=2(mod 4), 

$a *) F 

s—1 

64: |\—s— 
a8) fiir s=1(mod 4), 

Cg(s—1) 

—1 
C0, (*5*) . 
"Go- ou 8 (meds). 


Die Summation der G-Reihe ist damit zuriickgefiihrt auf die Ermittlung 
der Werte der Zetafunktionen und die Summation von J(p) fiir p = 1/2. 

Das Primideal [ gehe in 2 genau zur c-ten Potenz auf, in » genau 
zur k-ten. Es sei a eine natiirliche Zahl, und zwar >k+2c+1 fir 
gerades k, >k-+-2c fiir ungerades k; ferner sei A, eine genau durch 


(s]- 


; teilbare ganze Zahl und 6 eine Zahl mit dem Nenner [*. Dann ist 


(81) g(a) = wil)" gata). 28) 


Es sei 4, ganz und genau durch {*~*~ teilbar; 9 durehlaufe ein voll- 


stindiges Restsystem mod [***, x, ein reduziertes Restsystem mod [*~*~'; 
dann durchlauft x = 4,9-+-x, ein reduziertes Restsystem mod [*, und es 
gilt nach (81) 


—22i8 ree Uso+m)d 


7nd 
H(t‘) 5 (ee # = Sy (Ei rete dy, va 
" ah “™ @ | wit lilt 
j é 2a vised bi 
-| G (ti m,8) yer ay. — 
ts we lilt ° 


Die Zahl v4,d hat den Nenner [; folglich ist 5’—0 und 





e 
k+2c+1, & gerade, 


82 H(1{*) = fii 
(82) vie & o>{i toe k ungerade. 





%8) Vgl. Hecke, R. 
*) Es ist 2 B —2e+a—k—1—a>0, also i714 ganz und 
G (A? (ago + ,) 8) = G (a2 x, 4). 
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Daher ist J({) eine endliche Summe; und da ferner H({*) fiir jedes a 
rational ist, so ist J({) selbst rational. 
Nach (41) ist 


(83) H(t*)| <o(t*)/( : yaa (1g) 7) 





yi? 
Nun ist W{=2 oder = 4, und nach (83) fir s>5, NI=2 











9#-1 € — 
(84) Px leet St... Se 8c, 
= 3 o*(z—) gt-2(9#~*_ 1) 7-5 
und fiir NI=4 
’ nicet o.oo 
(85) Pi ") )}S2 TS pee FIG ST 


Durchlauft 9 ein vollstandiges Restsystem mod I, so gilt das gleiche 
von g*, denn aus 9? = go? (mod [) folgt 0, =+to0,=0, (modl). Hat 4 
den Nenner [, so ist also nach (27) 


exis%* ancl? 
G(s)= De “Wee Wa 
und daher auch , : 
(86) H({)=0. 
Zur Bestimmung von H (1°), H (1°), ... erscheint es notwendig, auf 


arithmetische Eigenschaften der Basis von K einzugehen. Der Kérper K 
werde erzeugt durch die Quadratwurzel aus einer quadratfreien natiirlichen 


Zahl m>1. Ist dann m=1(mod 4), so ist ( . 1+) eine Basis des 
Kérpers K (Vm) mit der Grundzahl d = m; ist aber m= 2 oder = 3 (mod 4), 
so hat der Kérper K (Vm) die Basis (1, Vm) und die Grundzahl d = 4m. 
Ich unterscheide drei Fille: 
1. m=5 (mod 8). Dann ist {2 Primideal in K(Vm) und 
nach (85), (86) 
4 


(87) J()21-F =F. 


2. m=2 oder =3(mod4). Dann ist 2= .° Quadrat des Prim- 
ideals { in K(Vm). Die Zahlen 9 = 0,1, Vm, 1+ Vm bilden ein voll- 
stindiges Restsystem mod [*, und es ist 9?=0,1,0,1 oder =0,1,1,0 
{mod 2). Ferner bilden die Zahlen 4 =>) is96 oder 6 = * im ein 


volistindiges System von g({*) mod 1 et aden vom 
Nenner [*, und es ist 
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2 2 2 
oder 
Se a m ym 
076 = 0, 3? 39 und = 0, “eo? 9? 0 (mod 1). 


Folglich ist 





2 
also 
° wt at ¥ 
—3x¢3 —— = 8-= 
H(t")=e Vi." © 
Die Zahl H (1°) ist also +1 oder ——1, je nachdem in 
y=n, +n, Vm 


der Koeffizient n,=0 oder =1(mod 2) ist. Fiir gerades n, ist daher 
nach (84), (86) 


(88) J(t)>1+1-—V2=—2-/y2. 

Fiir ungerades n, l4Bt sich aber y garnicht als Summe von Quadraten 
ganzer Zahlen darstellen®*). Dann geht ferner [ in » iiberhaupt nicht 
oder nur in der ersten Potenz auf. Wegen (82) liefern daher alle zu 
» (mod {°) kongruenten Zahlen > denselben Wert von J({). Durchlauft 
y eine Folge total positiver Zahlen mit N»—-co, so folgt aus (63) wegen 
A,(¥) =0 

S=J(1) [J J(p)—0, 


p+2 
also nach (77), (78) 


J(1)=0 (fiir ungerades n,). 
Dasselbe folgt natiirlich bei direkter Berechnung von J(1). 
8. m=1(mod8). Dann ist 2={1' Produkt von zwei verschiedenen 
Primidealen [,{'. In diesem Fall 3 ist die Berechnung von H(I*) 


(a= 2,3,...) einfacher als in den beiden vorhergehenden Fallen; ich 
will sie daher wirklich ausfiihren. 


Zuniachst sei a > 2 und gerade, 1, genau durch {? ~* teilbar, 4, genau 
durch 1°. @ durchlaufe ein vollstindiges Restsystem mod{*~*, x, ein 
reduziertes Restsystem mod{*, also x = 4,o-+, ein reduziertes Rest- 
system mod{*. Dann ist, wenn 6 den Nenner [* hat, nach (81) 
G(é)= NI? ‘@(22), 

*) In (a+bym)*=at+b'm+2abym hat nimlich ym einen geraden Koeffi- 
zienten; das gleiche gilt also von jeder Summe ganzer Quadratzahlen. 
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also**) 
2 G (x8) s aise ea: i 3) 2 —2218—— + ~aacg™ te 
H(t = 2 ( 7s Je 2 : me x 
1 MM $+ 
Hierin ist 5’ = 0 auBer fiir-{*~*|», und dann = N{*~*; im letsteren Fall 
wird ’ 








tii ss 1° 5 ~ex¢g7 1? 
(89) H(t*) 270-745 ) 5 (eeeye oe. 
Nun sei a= 2 und 4 vom Nenner [*. Dann ist 
8 exch? ents ~aais 
G(s)= Se Y“eoaite *), G(38)—2(1+¢ 4), 
k=0 
onta2\ 98 ~sxts\. 3 
va —22t(S— va 2xisS— 
(90) ny (2e"#), va (8), va 





p—a 8 
= to" (28 4) 00 208 3 
Aus (89), (90) folgt fiir gerades a > 2, wenn 4 und 4, die Nenner [* 
und (2 * besitzen, 
(91) H(t*)=0 fir (**+-y», 
~(a-»)(¢ -1) = 8 \)* ani 
= 2 — a 
2 {V2 00s (7.8 7) c0e 228 7a 


fir {*~*|y. 


Jetzt sel a > 3 und ungerade, 4, genau durch — teilbar, 4, genau 
durch 1°. o durchlaufe ein Vollstindiges Restsystem mod[*~*, x, ein 
reduziertes Restsystem mod{*, also x= 4, 9+ x, ein seduslentes Rest- 
system mod{*. Dann ist, wenn 6 den Nenner [* ‘hat, nach (81) 


@(6) = NI? @(a%s); 














folglich 
G i! 3 ig? ~encgr2e? 
(92) —_ otha Ne © ee: 
—\ wrt / : , 
also = 0 fir [*~ *+y, =2 »(i- 1S (eee fiir [**|y. 








%) Vgl. die Ableitung von (82). 
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Endlich sei a = 3 und 3 vom Nenner [*. Dann ist 


24 4 
exis*! 2xiS- 


7 
G(s)= Dre “ate “, 
k=0 


’ 
weed ~txins * gai8 8 4xims—— 
(93) H(t*)= » ea 7 V4 = 2-%e ve De sat 
n=1,3,5,7 4 m=0 
=0 fir [*+(s—yv), =—2*“e 4 fir (°|(s—,»). 
Aus (92), (93) folgt fiir ungerades a>3, wenn 6 und 4, die 


a-3 
Nenner {° und [ ? besitzen, 


(94) H({*)=0 fir [** +> 


=2 » 16 ' fir {**\|», 1°\(e—¥d:). 
L+ym)\"_ 14+ m+2Vm 
In (91) kann 6 = ( rm ) = ters gesetzt werden; dann ist 
V2 cos (28 75) =1. Nach (91), (94) gilt daher fiir jedes natiirliche a > 2 
v 


H((*)>—s (@—1)(5—1) 
also mit Riicksicht auf (86) fiir s>5 


(95) CS ees tae i a oe =: 
=? — = V 
ae s*§  -1 


Aus (87), (88), (95) folgt fiir jede der drei in Betracht gezogenen 


Méglichkeiten fiir m die Ungleichung J (1) >1— 7 dabei ist in den 
vi 


Fillen m=2 oder =3(mod4) die Zahl » in der Form a+bVm mit 
geradem 6 anzunehmen. Wegen (80) existiert also ein nur von K ab- 
hangiges positives L,,, so daB fiir alle total positiven ganzen »**) die 
©-Reihe > L,, ist. Aus (63) folgt nun Formel (1). 

Zu jedem s>5 gibt es daher ein nur von K und « abhingiges 
natiirliches L,, derart, da8 sich alle total positiven ganzen durch 2 teil- 
baren Zahlen, deren Norm > L,, ist, als Summen von s Quadraten ganzer 
Zahlen darstellen lassen. Folglich ist fiir jedes ganze »>0 die Zahl 


2) y=a+bym mit geradem b im Falle m= 2,3 (mod 4). 
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4L‘.» Summe von ¢ Quadraten ganzer Zahlen, also » Summe von 
6 Quadraten ganzer oder solcher gebrochener Zahlen, deren Nenner in 2L,, 
aufgehen. Fiir s = 5 ist dies der in der Einleitung genannte zweite Satz. 

Die Berechnung der ©-Reihe ist im Vorhergehenden auf die Be- 
stimmung der Werte einer (-Funktion™) fiir gewisse natiirliche Argumente 
zuriickgefiihrt worden. Diese Bestimmung werde ich fiir den besonders 
einfachen Fall s=0(mod4) ausfiihren; dabei mache ich noch die Ein- 


schrinkung m=d=1(mod8), da nur fiir diesen Fall die GréBe J({) 
ausgerechnet worden ist. Es sei s = 4a. 


Nach (74) ist fiir p+2, p”|» 


1 1 1 
J()=(1- = =) (1 pint + ypeeera + +--+ sae) 


ferner ist nach (91), (94) fiir p=1|2, {"|» *) 





n 
J(f)=1+(—1)" DD ae i ee) fir n>0,*) 
a=2 


=l fir n=0. 


Daher ist 
6=— JJ (i- 7%) J 
p+2 \ I» 


»” 
(—1)° ‘ (—1)? (—1)? \ 
pr@o- tea) I (1+ Ween Tevet Ni*-vee-) N {"(2o— i): 


1 1 
II (1- ;¢x)- 
IT( Ny? ( 1 \* 


~ 5) og(2o) 


1 
(84 et aa eee 





Wegen 





folgt also 


(96) Nrt-316 = — i - y+ weer, 
(1-34) tate) 


wo t alle Idealteiler von » durchlauft und sich das Vorzeichen von Nt 
aus der folgenden Tabelle bestimmt: Es sei [*=2,|v, 1° =|», 
(v) = 2, 2,n;**) dann ist fiir*’) 





3%) In den Fallen s+ 0(mod4) tritt eine Zetafunktion mit Charakteren auf. 
*) Vgl. die analoge Rechnung in der bei *) an dritter Stelle zitierten Arbeit 
von Hardy. 
n 
%) Fir n=1 ist )’=0. 
e=3 
%) In den Fallen {+ » oder +r sind 2, oder %, durch 1 zu ersetzen. 
*) Ist {+. oder {’+¥, so sind die Falle 6. oder 7. auszuschlieBen. 
Mathematische Annalen. 87. 3 
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1. 2, 2,|t, Vorzeichen +; 

2. 2,.+t, 2+, I'|t, Vorzeichen +; 
$.14t, ('+t, Vorzeichen +; 

4. 2.|t, 2.4 {'|t, Vorzeichen (—)’; 
5. 2 |t, 2+, [|t, Vorzeichen (—)’; 


6. Zit, +t, "goa (—)°*?; 
i. 


> 


2,4, It, +t, Vorzeichen —; 


> 


8 
9. 2+, {‘|t, 14+, Vorzeichen —. 


7. 2|t, [4+t, Vorzeichen (—) 


Ist insbesondere 2, = 2,=—1, also » zu 2 teilerfremd, so ist das 
Vorzeichen stets positiv; in (96) steht dann rechts die Summe der 26 — 1-ten 
Potenzen der Normen aller Idealteiler von ». 


Es bleibt noch ¢,(20) zu bestimmen*®’). Nun ist 


1 
(97) tx(20)=¢(20)> (4 a 
na=1 
. ; ae h*e 2 26 
(98) ¢(20) = (—1)" a, 


wo h*” die 20-te Bernoullische Zahl**) bedeutet. Ferner gilt fiir das 
Bernoullische Polynom S8,,_,(xz) “) die Fouriersche Reihenentwicklung 








(—1)°1(2x)** h?? 1 cos 2 
(99) PGS) {Sre-1(2) + 5p — DPZ*= (0S 2 <1);*) 





a=1 ed 
und es ist 
d 
, d 2nn’3 
(100) (2) = 5S (S)omtag’s. 9 


*) Vgl. H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen 1, 8S. 184. 
*) Die Bernoullischen Zahlen werden durch die symbolische Formel 
h°=1, (h+1)*=h* (m=2,3,...) 
bestimmt. 
“) Fiir natiirliches x ist 
(x+ hy*+? i yttt 
k+l 


**) Vgl. z. B. De la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitésimale 2, 2. Aufl., 
Louvain: Paris (1912), 8. 371. 


**) Vgl. z. B. D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkérper; Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4 (1897), S. 320. 





Sy (w) = 08 +1°+...4(2-1)' = (E=0,1,...). 
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Ich benutze (99) fiir 2 = 2 (n’=1,...,d); dann folgt wegen (100 
a g g 





—/d\ 1 (ad a 1 
an) S(4)4t=-S (4) S-— 





n=1 ” “oe k=0 | (n+ kd)*° 
y\ cp Ona’ 2 1 
= (4) Siocettes St 
ya 0S dh (n+ ba)*” 
A 








— ( d\ (—1)°~* (2")*” a Wa oe 
a2) 2(2e0—1)! {S21 (5) + 5}: 
Es ergibt sich also schlieBlich aus (1), (96), (97), (98), (101) 
(fiir d=1(mod 8)) 
tinier. nt??? 





102) A,.(v) ~ 


{(20—1)!)"a°*~ (1. a) nrantcant 3 (5) Sy0- i\ (=) 
n'=1 
BY Nt??- 1 


ata 3 (Dane) | 


wo in 5S’ das Zeichen + die oben erklarte Bedeutung hat. In (102) 


t\* 


steht rechts eine rationale Zahl. 





Gottingen, 15. September 1921. 


(Eingegangen am 15. 9. 1921.) 








Neuer Beweis des Satzes von Minkowski iiber lineare 
Formen. 


Von 
Carl Ludwig Siegel in Gottingen. 


Der Satz von Minkowski lautet: 


Es seien 


inn 


&, =4,,2%, +.-.-+2@ 
= ~ G47, “Teese + Gan z,, 
n lineare Formen mit reellen Koeffizienten und der Determinante D > 0. 
Sind dann t,,..., 1, irgend n positive Zahlen vom Produkte D, so haben 


die n simultanen Ungleichungen 


é,|Qt oo on 185) S% 


== “1? 
eine Lésung in ganzen rationalen Zahlen z,,...,2,, die nicht sdmt- 
lich 0 sind. 

Fiir diesen Satz sind verschiedene einfache Beweise bekannt, trotzdem 
ist der folgende, da er mit den Mitteln der analytischen Zahlentheorie 
operiert, vielleicht nicht ohne Interesse’). 

Die zu (a,,) (k= 1,...,n; lL=1,...,) reziproke Matrix sei (A), ). 
Sind s,,...,8, m komplexe Veranderliche mit positiv reellen Teilen und 
durchlaufen J,,..., 1, unabhiangig voneinander alle ganzen rationalen Zahlen, 
so gilt die Identitat 


1 1 


a — .. II { eI Ea ¥ Sy + 22i( Ay, +... + Ann le) . 





1) Fir den Gedankengang des Beweises vgl. auch meine Arbeit: Uber die Dis- 
kriminanten total reeller Korper, Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Gottingen, mathematisch-physikalische Klasse, Jahrgang 1922, S. 17—2¢4. 
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Zum Beweise ersetze man im Exponenten der linken Seite von (1) 
die Zahlen /,,...,1, durch 1, +2,,...,1,+2%,, wo 2,,..., 2, reelle Un- 
bestimmte bedeuten, und beachte, daB die so entstehende n-fach perio- 


dische Funktion von z,,..., 2, in eine absolut konvergente Fouriersche 
Reihe 
he 4, e27t@, 2, +...+4,2,) 
Bgvcces i=-@ 


entwickelt werden kann. Das n-fache bestimmte Integral, welches den 
Koeffizienten ¢;,...; liefert, wird dann, wie eine ganz leichte Rechnung 
put ), genau gleich dem allgemeinen Glied der auf der rechten Seite 
von (1) stehenden Reihe. Setzt man dann z, = 0,..., 2, = 0, 80 folgt (1). 
Nunmehr seien ¢,,...,¢, positive Zahlen. Ich multipliziere (1) mit 
IT ( 1 e* 4 
ns 
und integriere iiber jedes 8, auf geradem Wege von 1 — ci bis 1 +004. 
Man darf, wie aus elementaren Regeln leicht ersichtlich wird, die Integra- 
tion beiderseits gliedweise ausfiihren und erhalt somit 





+@ bed atest . ale i, + +a,_ 1. |) 
4 1 e - “me ve kan‘n \ 
9 ——E 
(<) DZ T(J a ds,) 
ea L=-2© k=1 ound k 
+2 a i+ad 
aed 5 [] as f adh ( - a a 
h ss (ami # 8 \8, — 224( A, 1 4+.. + Anala) 
en ~ : 





1 \ 
. ei 
Bat La deck) A} 


Nach dem Integralsatz von Cauchy ist nun 


i+ 


(3) 1 f Ce. a wa a>0 


s* 0 fir a<0, 





1 e* 1 1 /sinaxb\* 
(4) ars © (se t wages) d= ( xb ), 


sin 





= die Zahl 1 zu verstehen ist. Wegen (3) 
und (4) geht (2) tiber in 


®) Die Einzelheiten der Rechnung sind aus meiner unter ') zitierten Arbeit 
ersichtlich. 
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(5) DS TT (t,—\ah +--- + an4!) 


k=1 


a IT (sates (Ay, 4 +...+ Ants) te} \*, a) 
ery ha 5 )’ 
lie-..h=—@ b=1 (Agi +++-+ Ana be) 
hierin durchlaufen auf der linken Seite /,,...,1, alle diejenigen ganzen 
rationalen Zahlen, fiir welche die n linearen Formen a,,/,-+ ...-+-a,, l, 


(k=1,...,) absolut <¢, sind. Ich denke mir ¢,,...,%, so klein ge- 


wahit, daB die letztere Bedingung nur fiir 1, —0,...,1,—0 erfiilt ist; 
dann hat in (5) die linke Seite den Wert DJJt,. Die rechte Seite ist 


k=1 n 
als Summe von Quadraten nicht kleiner als das Glied IT ti, welches durch 


k=1 
1, =0,...,1,=0 geliefert wird. Folglich ist 
n nm n 
Di +.2 IT &. IT sD. 
Ist also I, > D, so gibt es n ganze rationale Zahlen /,,...,1,, die 


nicht simtlich 0 sind, so daB |a,,1,+...+a,,1,|<t, (k=1,...,n) 
ist. Setzt man nun ¢,—r,,...,¢,.,—=1t,_,, 4, =1t, +e (e>0), so folgt 
durch den Grenziibergang « —> 0 der Satz von Minkowski‘). 


Géttingen, 30. November 1921. 








sin {2(A,,1,+...+ Annals) te} 
4(4,,4+...+ Axa la) 
*) Es ist damit sogar die Lésbarkeit von 


3) = 1 fiir verschwindenden Nenner. 


E & rd 
G1<%, -+09| Sg | <P _—y> Sn | Ste (n> 2) 


bewiesen. Auch die tieferliegende Behauptung von Minkowski iiber die Lésbarkeit von 
§, |<, oon 1 En |< tas 

die zuerst von B. Levi [Un teorema del Minkowski sui sistemi di forme lineari a 

variabili intere, Rendiconti del circolo matematico di Palermo 31 (1911), S. 318—340 

bewiesen wurde, J48t sich aus (5) ohne Miihe ableiten. 


(Eingegangen am 30. 11. 1921.) 


Verschirfang der Abschitzung beim Teilerproblem. 
Von 


J. G. van der Corput in Freiburg (Schweiz). 


Es bezeichne 7'(n) die Anzahl der Teiler der positiven ganzen Zahl n, 
t(x) die summatorische Funktion 


t(z) - ST (n =- >| (x>0), 
A = 
C die Eulersche Konstante, R(x) die Funktion 
R(x)=1(x) —xzlogz —(2C—1)z (x > 0). 
Uber Dirichlets Ergebnis 
R(x)=0 (Vz) 


war erst Voronoi‘) 1903 hinausgekommen, indem er 

R(x)= O (Vz log z) 
bewies. Bis jetzt hat man | R(xz)| nicht schirfer nach oben abschatzen 
kénnen, so daB die Abschitzung 


R(z)=O(2")  (M< >, unabhingig von z), 


ao 
welche ich in dieser Note beweisen werde, neu ist. 


Aus der (mit elementarsten Mitteln beweisbaren) Relation*) 


R(x) = —2 5) (2 [£] —-5)+0 1) 


*) G. Voronoi, Sur un probléme du calcul des fonctions asymptotiques [Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik 126 (1903), S. 241—282]. 

*) Vgl. z. B. E. Landau, Uber Dirichlets Teilerproblem {Nachrichten der K. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematisch-physikalische Klasse, 1920, 
S. 18-32] 8. 15-16. 
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ergibt sich, daB es geniigt, die Beziehung 
(1) > (=-[2] —4) =0(2*) 


nSye 
abzuleiten. Der Beweis dieser Beziehung stiitzt sich auf zwei allgemeine 
Satze (Satz 1 und Satz 2); den ersten Satz beweise ich mittels einer 
eigenen Methode*), den zweiten mittels der Weylschen Abschitzungs- 
methode*). Um den Beweis zu verstehen, braucht der Leser diese Methoden 
nicht zu kennen. 


Bezeichnung: z~<y bezeichne, daB es eine Konstante K gibt mit der 
Eigenschaft 


(2) |z|S Ky; 


z>y bezeichne y<z und z><y bezeichne, da8 z>y und auch r<y 
ist. Wir werden sagen, dab r<y in bezug auf ¢ ist, wenn es eine nur 
von ¢ abhangige Zahl K mit der Eigenschaft (2) gibt; dab <y in bezug auf 
8 und ¢ ist, wenn es eine nur von s und ¢ abhiangige Zahl K gibt, fiir die 
2) gilt. 

Hilfssatz 1: Falls w>1, a<b, A<B, f(n) im Intervall 
as<n<b definiert, reell und differentiierbar®), f'(n) monoton*) und 


A+ tf'(n)<B—H ist, dann ist 
w w 
ty) 


(3) D>) etzifin) — Py [ etstirs-rm dn <w-+ log(2 + B— A). 
a<nct scrSBi 


Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir /’(n) 
monoton nicht-abnehmend voraussetzen, da sonst f(m) durch — f(n) 
ersetzt werden kann. 


(3) andert sich nicht, falls f(n) durch f(n) + gn (g ganz) ersetzt wird; 
denn A, B,» werden dann bzw. durch A+g, B+g, y+ ersetat, 
wahrend f(n)— »n denselben Wert behalt. Ohne Beschrankung der Allge- 
meinheit kénnen wir also 0 < A <1 voraussetzen. Dann ist 


(4) + <f'(a) < f'(b)<B—+. 


*) J.G. van der Corput, Zahlentheoretische Abschdtzungen [Mathematische Annalen, 
84 (1921), S. 53—79]. 

*) H. Weyl, Acta Mathematica 87, S. 155-191 und S. 198—239; Mathematische 
Annalen 77 (1916), S. 313-352 und Mathematische Zeitechrift 10 (1921), S. 88-101. 

5) In den Endpunkten eventuell nur einseitig. 

*) D. h. fiir zwei beliebige Punkte » und 2’ des abgeschlossenen Intervalles 
(a,b) ist (n’—n) (f(n’)—f(n)) entweder stets >0, oder stets <0. 
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Falls fir m ganz > B 





1 ye 2raui 
hn (4) = 555 

=—m 

° ° v0 

gesetzt wird, ist 
b 
225 ft (mu) e& 8 £7 (y ms +f eure (u) de 
a =—m 
*+0 
=» 28 


a Sh J erasraieew 7'(u)du 


O<rSB B<v<m v=1 Gg 

f b 

= Py fersscm—re de 
a 


b 
1 
+ 3 gtisfastnireren 
0<*SB ’ 
(5) b 


- By LU _f(u) ) _ de®zilfiw—ru) 


fae" f'(u)—» 








m 
eo pas i Fw ) de2=tifw+ru). 





Die zweite Summe in (5) ist 





e2 t#f(b) ge 27trd e2 ttf (a) . e2*tva 
ar 2 on ee 2 as eae ee 
0<*SB 0<*<B 


wegen der Monotonie von f’ (uw) und wegen (4) ist die dritte Summe in (5) 


<yl. f(b) [to f’ (b) 
ber” *-f a a aed raf (by 
f’@)+1 


= w+ log(1+ f’(b)) < w+ log(2+-B), 
und schlieBlich die letzte Summe in (5) ist 


“a ps f (b) <14 [for f (b) 
of (b)+) ~ vif (b)+9) ° 


= 1+ log(1 + f’ (b)) < w + log(2 + B). 
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Wenn man diese Ergebnisse in (5) einsetzt, findet man 


b 
ami | x5 (u)etirs f'(u)du — ys fetes v0 du<w + log(2 + B). 
a 0<r<B a 


Da bekanntlich 7,,(u) beschrankt ist, und, falls u nicht ganz ist, der 
Beziehung 
lim z,,(u) =u — [u] 


geniigt, tolgt hieraus 
b 6 


anil (u — [w}) — ; ) e211) f (uw) du Bs ] e2t/(s)—r 8) dy 


a 0< r<B a 
<w -+ log(2+ B). 
Nach der Eulerschen Summenforme!l ist 
b 
SS” .2xé/ in) — 2 xi fin) _ ( aa _— 1)\  exsro 
ae =ié du b — [bd] 9) e 


a<ndd a 


; 1 . . ie ’ 
+(a+ [—a])+ 5) etait + ai { (w—[w] — =) e** f'(u) du, 


b 


b 


Pk evra — fcr — PD fers *™)du<w + log(2+ B). 
eSndcd 0<r*SBa 


Hiermit ist (3) im Falle A—0 bewiesen. Falls 0 < A <1 ist, 
wenden wir den zweiten Mittelwertsatz an, und finden dann wegen (4) 


b 


2xéf(w) fare 

atf(u) - —; 

. als J Qaif'(u) 
a 


so daB die linke Seite von (3) dann 
<w-+ log (2+ B) <w-+ log(2+ B—A) 


ist. Hiermit ist Hilfssatz 1 vollstandig bewiesen. 


Hilfssatz 2. Hs sei a<b, f(u) im Intervall ax u<b definiert, 
reell und zweimal differentiierbar®), f” (uw) bestandig > w oder bestandig 
< —o, wo o eine von u unabhangige positive Zahl bezeichnet. Dann ist 

b 
fer du< L 
\ Ww 
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Beweis. Ist die Weglinge b—a< ae so ist die Behauptung 


@ 


< 


trivial, da das Integral dann absolut <= ist. 


yw 
Andernfalls schneiden wir von dem Ende, wo |f’(w)| am kleinsten 


ist, ein Stiick der Lange 7 ab; dessen Beitrag zum Integral ist absolut 


< a . Auf der verbleibenden Strecke ist f’(w) bestindig zu- oder ab- 
yu 
nehmend, von festem Vorzeichen und absolut gréBer als @-+ = o. 
yo 


Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist fiir diese Strecke 
, & gaghtve 
22éf(u) d -— = —_———— —, 
fe . 22% f (#) a 
womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Satz 1. Es sei a<b, f(n) im Intervall a<n<b definiert, reell 
und dreimal differentiierbar®), f’(n) stets positiv oder stets negativ, 
c= Min (f (a), f (b)), B= Max(f (a), f’(b)), so dap zu jedem v im 
Intervall «c<»<f die Zahl n, eindeutig bestimmt ist durch die Be- 
ziehungen f'(n,)=», a<n,<b. Es set im Intervall a<n<b 


(6) dfe<if' (n)\ Sh: If" (m)|<h, 


wo f,, f, und 6(6> 0) von n unabhangig sind. Dann ist 
aé 


7 += er ttfiny)—7K,) 
> e*7'/(m)_ gg 4 ——as— 
a<ndd arse Vif (m)| 
< Ft log(2+ (b—a)f,) + (0-9) VA 


in bezug auf 6, wo das +- oder —-Zeichen benutzt wird, je nachdem 
f’’ (mn) stets positiv oder stets negativ ist. 

Beweis. Im Beweis dieses Satzes werden wir alle Beziehungen mit 
dem Zeichen < in bezug auf 5 nehmen. Nach (6) ist im Intervall 


a<n<b 
ia 1 1 


f"(a) fe 


Bekanntlich ist, falls o eine Zahl +0 bezeichnet, 


- 


P ; 1 F . dv mt ¥ 
aiweod — | tate — —___.,, 
(7) fe % 2viel 4 ye 2yje| 
0 
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wo das -++- oder —-Zeichen angewandt wird, je nachdem g positiv oder 
negativ ist; fails r eine positive Zahl darstellt, ist 











f on 1 de**#e 1 
(8) fe rdu~ si f - <7e° 
Aus (7) und (8) folgt im Falle r’ <0 <r 
a iwt oe =: x aiw 1 1 aA 
fe edu = fe wedu— |e wedu~<-—(- 7) 
r’ r |r’] 


also im Falle a < n, < b 
b-—n, aé 


(9) fereermran — 


~¢ 1 
s-n, 





1 
Vir’ Fo <P F mt 


Jetzt werden wir die a 


(10) S (metas) <hbog (2 + (6 —)f,) 
a+2<r<p-2 


beweisen. Falls die Summe macs nicht leer ist, ist die Summe kleiner als 


ii = +s) dy. 


a+1 
Da f'(n) stetig ist, und beim Beweis von (10) |f’(b) — f’(a)|>1 
vorausgesetzt wird, gibt es zwei Zahlen a, und b, mit der Eigenschaft 
a<P<b, f'(a)=f'(a)+1, f'(bo)=f'(b) ¥1, 


wo das obere, bzw. das untere Zeichen benutzt wird, je nachdem /’(a) 
kleiner oder gréBer als f’(b) ist; dann ist nach (6) 


1 = f* (a) = f'(a)| S (a — a) fy, 1= |f'(b) a f' (by) S(6 + bo) fe» 


also 








1 














und 5-8, Sh: 
Wegen /'(n,) = » ist 
dy : 
in (= IP" (m) ISA: 
also Po Fr ™)| 
ficetcdersnfite+ nse 





= fy log 55 + fy log 2—* < 2f, log (2 + (b — a)f,). 


Hiermit ist (10) bewiesen. 


(11) 
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Aus (9) und (10) = sich 


(11) D>, etat(fimy)- mf few (a, dy — teem <togtt+ 0 - a)f,) 
a+9Sv<p-2 Vit" (m)| 





a-n, 


Nach Hilfssatz 1 mit w= 3, an aeth B= f+}, ist 


5 e2ztf(n) — forsvm-rman 


(12) a<nso a-$<o Psy: 


<3 + log(3 + 8 — «)<log (2 + (b —a)f,), 


und hieraus folgt 
b 


P et tim a Bs femrem-ran 








aSadb a+8<Sr<p-2 gy 
a<r<at+8 picts p-2< SP Vit" (m)| 
<z + log (2+ (6 — a)f,); 
denn nach Hilfssatz 2 mit f(n)—»n statt f(n) und mit w= df, ist 
b 


Laer dn<—, 


so daB die linke Seite von (13) gleich der linken - von (12) ist, ver- 


mehrt um eine beschrinkte Anzahl von Gliedern ‘ines 


Vf a 
Es geniigt zu beweisen 


b-n, 


(14) - J fetetemte-rnyem ae e281 my +H" OD dy —<(b—a)V}, 


a+2Sr<p-2 a-n, 


denn die Behauptung folgt aus (13), (14) und (11). Um (14) zu be- 
weisen, geniigt es, die Beziehung 


b—n, 
(15) fee (f (ny +u)—vimy+e)) __ etetrtn—rarttet("e) dy < Vh 
anny, 


abzuleiten; denn aus (15) a daB die linke Seite von (14) 


y he 
< LE I —a <(b-— ) fe: /4- b— Viehe 
‘at a+2<r<p-2 as )} S( a ( a) 
18t. 
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Ungleichung (15) ist trivial, falls f, > ist; denn dann ist nach 
Hilfssatz 2 mit f(n,+ u)— v(m, + u) statt f(u) und mit ow —df, 
b—n, 


fermenter ta gy <1 | fr 
aie Vie he 


¥ 


nach Hilfssatz 2 mit f(n,) — yn, + hu*f’(n,) statt f(u) und w = f” (n,)| 


b—n, 


eri im—om thes Om) gy 





Vir" (m)| 


1 1/ 
<7 <| 


Ta) 


a—n, 


Beziehung (15) ist auch im Falle f, = 0 evident; denn dann ist f’”(n) 
stets Null, also wegen v = f (n,) 


f(m + u)—vu=f(n,)+ yu? f”"(m,), 


so daB die linke Seite von (15) verschwindet. 


Wir diirfen also 
0< i < rf. voraussetzen. 





Es werde 1 = — - gesetzt. Fiir eine Zahl n, mit der Eigenschaft 
Vhs 


as a 1,24 gelten die Beziehungen 


\f’(m, +1) —» —If"(n,)| =|f (m, +1) — f'(n,) — Uf" (n,)| 
+t F"(n, +01)| mit 0<@<1 


lA 


1 i/ ft 1 an oll 
VB < poi < tiie (n,)I, 


woraus folgt 


Si 
(16) if'(m +0) — > 5tlr"(m.)|>Y 2. 
= Ny ‘ 
Fir 0<u<l und 65.4,2° ist 
e271 7a, +w—rin, tw) tes et tt (fin,)—vn, + $e°7” (ny) 


eg? ta, t-f m9 8-4 P71" ast 
<f(n,+u)— f(n,) — vu — zu?" (Mm) 


- f(m,)+ur+ 5 ut” (n,+0,u)—f(m)—»u— 5 ut” (my) mit 0<0,<1 


s out” (n,+0,u)<0"f, mit 0<0,<1. 
Falls b — n, <1 ist, ist also 
b-n, 


alia te ae eR Lim emt Eel dy If a | * 
2 
0 
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Falls 6 — n, > I ist, ist 


i 
, . ve 8/5 
17) feet fin, +u)—rin,+u)) et *tfa,)—on, +48 f ydu<i'n <4. 
0 2 


Im Intervall 1G u<b—n, ist |f’(n,+ u)—»| eine monoton nicht- 
te 
abnehmende Funktion von u, welche nach (16) >) b ist, also 


b-n, 


b—n, 
2 xi (f (ny +u)—r in, +) 5/5 
, xt ' f (m+u)—» 
Weiterhin ist 


d-n, b-—n 
aiu®/"' (n,) 


xtiut/” (n,) pa |. Saithde a 1 F - : hi. 
(19) fe du | Qniuf" (a) ifm) <7,<V4 


i 
Aus (17), (18) und (19) ergibt sich 
b—a, 


8/> 

2 xi (f(n,+—r in, +u)) 227i (fin,)—yn,+h ats” (n,)) if 
[te n, my —e ” ¥ } ydu< Ya 
a 


0 


Auf dieselbe Art beweist man die entsprechende Beziehung mit den 


Grenzen n, —a@ und 0, statt 0 und 6—n,. Hiermit ist (15), also Satz 1, 
volistandig bewiesen. 


Satz 2. Hs si a<b, b—aZl, f(n) im Intervall acn<b 
definiert und reell. Hs sei gq ganz >0; es werde Q= 2° gesetzt. Es 


sei 9 =(9,,9a.--+»G,) eim Gitterpunkt im q-dimensionalen Raum; es 
sei a, die kleinste ganze Zahl 


1 ; i 
2O— F(A t+Get-+- +9) +z (lal +19] +--- +1991). 
und es set B, die grépte ganze Zahi 
- 1 | | 
Sb— (Mi t+Get--- +9.) — ZF (l9l +19 +--- +19,/)- 
Falls «, < B, ist, werde im Intervall «, ©» < B, gesetat 


Ay(¥) =f(N +9.+.--+9¢) — DS f(N +9: +--+ + Ge-1) 


(20) + DS) t(N+ 91.4 +++ 9-2) —--- H(—1)* Dr (N +-9,) 
+(—1)'¢(N); 
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die letete Seite ist die algebraische Summe von 
1 
1+q+ 59(¢—1)+...-+¢+1=2° 


Gliedern, und jedes dieser Glieder ist im Intervall «, <<» < B, definiert. 

ke si H>0O und fir \g|=|9,);+-.--+]|9,, 5H —1 und 
G=9159_s-++19,%9 set die positive Zahl U, so gewdhlt, daf fiir 
jedes « und jedes 6 mit der Higenschaft «,<a<f<Bf, die Bezichung 


(21) De pre ee. 
aSr<p 
gilt. 
Unter diesen Voraussetzungen ist 
. —@)@-) 
(22) Pec + + — > 
aS<acd \giSH-1 


Geo 

Beweis. Es werde 1< H<i(b—a) vorausgesetzt, da die Be- 
hauptung sonst trivial ist; wegen H >1 Adndert (22) sich nicht, falls H 
durch die gréBte ganze Zahl < H ersetzt wird, so daB wir H ganz voraus- 
setzen diirfen. Dann ist wegen 8, >6—H und «,<a-'|-H 


(23) b,—«,>2H, 
und dann gibt es mindestens eine ganze Zahl > a und <b—H+1. Falls 
h+H-1 
S,= Dd) erin (ashsb—H-+1; h ganz) 
n=h 


gesetzt wird, ist 


D>) etxition — z 4 8S,< aH. 


aSacd aShSo-H+1 


Es geniigt also zu beweisen 





‘ ) — 
>» 8,<(b—a)VH*"*+ y(b—a)** He" SF, 
aShSo-H+1 \@|SH-1 


G+0 
so da8 wir nur die Ungleichung 


| Dy 8,|'<e@—a)*(2H)*"+ (6-a)*(2H)* YY, 
<atah-Ee \o| Sa-1 
G0 


abzuleiten brauchen. Nach der Schwarzschen Ungleichung ist 


|. » afse-o JF sat 


aShSo-#+1 eShSo-H+1 


Verschirfung der Abschitzung beim Teilerproblem. 49 
so daB es geniigt zu zeigen 


(24) S' |8,|\°<g(b—a)(2H)°"+(2H)** Y v.. 


a<h<b-H+1 \giSm-1 
G0 
Es ist 
h+H-1 h+H-1 (1) 
8, ro _ y’ e2i (f(p)—f (m)) — : y’ e278 (f(n+91)—f(n) ’ 
h al dant — — 
p=h an=h ln |S H-18 


(1) 
wenn die Summe 5’ erstreckt wird iiber alle ganzzahligen n mit der 


n 
Eigenschaft hoion<h+H—1, hon+g,5h+H—1; n durchiauft 


also H — |g,| konsekutive ganze Zahlen. Falls f(n + g,) — f(n) =f, () 


gesetzt wird, ist also 
(1) 


8, oe P D>) eth, 
lg <H-1 n 
Nach der Schwarzschen Ungleichung folgt hieraus 
(1) 


S,|*< (2H —1) P 4 Yeti 


Uy <H-1 n 
und hierin ist 
(1) : a) (1) (2) 
VW e2ih «) _ . We2tthw-Ale) — ys’ PO a aieall ie - 
- P ® g2|SH-1-jn,| ™ 


(2) 
wenn die Summe 5’ erstreckt wird iiber alle ganzen Zahlen n mit der 
n 
Eigenschaft, daB n, n+g,, n+g, und n+g,+ g, zwischen Ah und 
h + H —1 (Grenzen inkl.) liegen; in dieser Summe durchlauft n also 
H — g,'—!‘g,| konsekutive ganze Zahlen. Falls 


fy (") =f, (® +99) —fi(") = f(M +9, +92.)—f(m+9,) —f(m+9,) +f (m) 
gesetzt wird, ist also 
(2) 
S,\*s2H  S' Seraitim, 
loxlt+ioe|SH-1 * 
Auf dieselbe Art werden wir jetzt die Ungleichung 
@) 
(25) 8, |°< (2H)°*" P aon" 
\or|+lon!+---+]0g/SH-1 ® 
ableiten aus der entsprechenden Ungleichung mit g —1 statt g, also aus 
(@-1) 
(96) |SPSCee OS Sratrtleut; 
lail+---+lag—,;!SH-1 9 
Mathematische Annalen. 87. 4 
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hierin ist fir 1< w<q die Summe 3 erstreckt iiber alle ganzzahligen n 
mit der _—— 


hE nt5(G+--- +96) —$(l1| +--+ 1901) 59+ 5( +--- +90) 
+ hilglt---+loel) Sb+H—-1, 


( 
so daS die Summe 55 erstreckt wird tiber H — |g,|—|g,|—...— |9e| 
konsekutive ganze Zahlen; ferner ist fir 2<w<q gesetzt 
(27) — fo(®) = fe-1(™ + Gu) — fe-s(m), also f,(m) = 4,(n). 


Da die Summe 


oy 


ler |+loel+---+1eg—,|SH-1 


weniger als (2H)** Glieder enthalt, gibt die Schwarzsche Ungleichung, 
angewandt auf (26), 
@-1) 
(28) | 8,|° <(2H)°**.(2H) P | etnies" 
lal+|en|+---+lag-,ISH-1  ® 
und hierin ist 
(q-1) e—-1) @-1) 


| Seine 1) <2 ge 
» Seri —1*+89-f,_,) | 


\Gq\SB—\ti|—---—|tg-3| * 
Da der letzte Exponent durch 22i/,(m) ersetzt werden kann, folgt (25) 
aus (28) und (29). 
Aus (25) und (27) ergibt sich 


(29) 


@ 


» |8,\° <(2H)e** Ps ps DF wie oe 


(30) aShSo-H+1 lgISH-1 eSaSo-H+1 *® 
= (2H)? *" ps ye 2264, (nm) 21, 
\gISH-1 a,<ncs, 
falls h in der Summe a1 alle ganzzahligen Werte durchlauft mit den 
Eigenschaften 
(31) ashkhsb-H+1 
und 
i 1 1 
(82) bent 5(+---+9_)—g19|Sn+ 5(Q.t---+9,)+5191|Sh+H—-1; 
h durchlauft also eine Anzahl konsekutiver Zahlen. Es ist stets 51 < H. 
a 
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Die Anzahl der Gitterpunkte g mit |g) << H—1 und G=0 ist 
<q(2H)*~’ und fiir diese Gitterpunkte ist 


. > (n) a1 < ( 9S a) 
aSPy 
also 


(33) Ps er 2) 1 <9(b—a)(2H)*. 


s\Sz- 1 a,SaSf, 
(31) ist aquivalent mit 


a, —|g|<4—2(9,+...+9,)—F|91S6,-H +1, 
also aquivalent mit 
n—$,+H—1lsgn—h+ 5 (6, +. -+9,)+ sig|<n—«, +\9| 
und (32) ist aquivalent mit 
\g|<m—h+F(9,+---+9,)+5|9/ 54-1. 
Hieraus folgt 
(34) 21 = Min (H, 9 — 4, +/|9|+1)— Max (\9|,8 — 6, +2 — 1)- 
Falls 
A=«,+H-1—|g|, B=p,—H+1+\9| 
gesetzt wird, ist wegen (23) A < B, und aus (34) folgt, da8 21 den 


Wert H —|g|, n—a,-+1 oder 8, —n-+ 1 hat, je nachdem A <n<B, 
n<A oder B<n ist. Die Summe 51 ist also im Intervall Acn< B 
, 


konstant, in den Intervallen «4, Cn < A und Bon<f, eine monotone 
Funktion von n. Wegen | 3'1|< AH gibt die partielle Summation, auf 
i 


(21) angewendet, falls |g] << H —1 und G+0, 
(35) acre 2)1<HU,. 
“a nb, 
Aus (30), (33) und (35) folgt (24), womit der Satz bewiesen ist. 
Definition. Wir werden sagen, daf die Zahlenpaare (k,, l,), 
(k,, 1g), ---> (qs 4,,), deren Anzahl und deren Werte konstant voraus- 
gesetzi werden, ein Exponentensystem bilden, wenn 


1 
(36) 0<k, <5 0<1,<3 (1S psm) 
4* 
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ist, und es zu jeder positiven Zahl s zwei nur von s abhdngige Zahlen r 


und c¢ (r ganz > 3, 0—c~—}) gibt, derart, dap stets die Ungleichung 
nm 
ar VY s2ifin) ae 
(37 E e < a zraP 
aSn< b p=1 


in bezug auf 8 und t gilt, wenn die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind: 


38) ie. isa<b<at, y 0, sya “> 1; 


{(n) tst im Intervall a<n <b definiert, reell, r-mal differentiierbar’), 
und firacn<b, 0S p<r—1 ist 


| 


(n ) ( 1)’ ys(s Phas cee p -jjn” ” 


cys(s+1)...(e+p—l1)n °”*. *) 

Das Zahlenpaar (0, 1) bildet ein Exponentensystem; denn nach (38) 
ist die linke Seite von (37) absolut <b < ta =: tz°a’. 

Aus Hilfssatz 6 ergibt sich, welche Bedeutung diese Definition fiir 
das Teilerproblem hat. 

Hilfssatz 3. Hs sei a-—b, f(n) im Intervall a<n<b definiert, 
reell und zweimal differentiierbar*), | f'(b) — f'(a), <2, f"(n) stets > 
oder stets < — m, wow eine von n unabhdngige positive Zahl bezeichnet. 
Dann ist 


y 2» +ifin) 1 
sve’ wm ~ 14. 


a<n<b aad 
Beweis. Es werde Hilfssatz 1 angewandt mit 
w= 3, A = Min(f’(a), f’(b)) — }, B = Max (f’ (a), f’(b)) + 1. 
Die Summe 
by ght -"h ae 
ASr*SB a 


enthalt wegen B— A < 3 héchstens drei Glieder, und ein etwa vorkom- 


mendes Glied hat nach Hilfssatz 2, mit f(n)—yvmn statt f(m), einen 
Wert < . Es ist also 
\~ 
grift f 1 
Seti F434 og (24+8)< +41. 
ae ads oe \e 


Hilfssatz 4. Falls N und P positive ganze Konstanten, u, (=>) 
und v,(--0) (Lon<oN, 1S p<P) Konstanten bezeichnen, A, und 


*) Fir p= bezeichne s(s-;-1)...(s--p —1) die Zabl 1 
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B,(isnSN; 1S psP) positiv sind, gibt es ein positives H mit 
der ae 


P «+9 


(40) SAH 4 San <5 Age. 


& n=l p=1 





Beweis. Falls eine ‘din mehrere) der Zahlen u,, namlich u,, gleich 
Null ist, enthalt (40) links ein Glied A,, rechts P Glieder A, (n =», 
1<p<P). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir also 
diese Werte von n aufer Betracht lassen, so da8 wir alle u, positiv 
voraussetzen kénnen. Dann kénnen wir ohne Beschrinkung der AH- 
gemeinheit voraussetzen 

0<u,Su,S... Sty; 0<v 


Falls gesetzt wird 


N P 
A(H)= D'A,H“, B(H)= )/BH™*r, 


n=l p=1 
ist 
A(2\<2-“A(H), A(2H) <2" A(H), 
B(2) <2" B(H), B(2H)<2°"B(H). 
Wenn die linke Seite von (40) fiir H = LZ méglichst klein ist, ist 
2-“ 4(L)4+2"°B(L)>A(>)+B(S)>A4(L)+ B(L) 
und 
2“ A(L)+2°"B(L)>A(2L)+ B(2L)2A(L)+ B(L), 
also 
(2° —1)B(L)>(1—27")A(L) 
und 


(2"*-- 1)A(L)>(1—27") B(L), 
woraus folgt 


A(L) >= B(L). 
Falls A, L** (1sa<N), bew. BgL*’ (1S BSP) nicht kleiner 


ist als die andern Glieder von A(L), bzw. von B(I.), dann ist 
A,L™ >2A(L) und BL *% >< B(L). 
Hieraus folgt 


uate BE 
Uy — 08 >< —a¥ - 2 
A,L™ >2 BL", also LL; r 
so daB die linke Seite von (40) fiir H = L den Wert hat 
Mat P 4a, +o, , 





A(L)+ B(L)>2A(L)>2A, L"* >< JarBe<S' > Vat *» BM 


n=l p=1 
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Hilfssatz 5. Hs sei t>0, lga<b<at, x>1. Falls die 
Zahlenpaare (k,,1,) mit k,>0 (lLopsm) ein Exponentensystem 
bilden, ist 


P (= —[2 |-)<y Veta *412-tat 


a<ndd p=i 
in bezug auf t. 
Beweis. Falls y(u)=—u—[u] —} gesetzt wird, ist fir H > 0 


a ee 1 
H{ y(u+v)dv— yr c,e**"* mit C,<j und <p 
0 h=—-2 


wo der Strich bezeichnet, da8 das Glied mit h = 0 weggelassen wird. Dann ist 


(41) H| Sy fue = 4 y)\dy 1s Sal: os. 





ocak 3 h=-= anc 
Nach Hilfssatz 3 mit f(n) foes ist in den Gliedern mit |h|x < a* 
(42) Se 





a<ndd y-3 
6? 


wenn im Beweis dieses Hilfssatzes alle Ungleichungen mit dem Zeichen < 
in bezug auf ¢ genommen werden. In den andern Gliedern ist |h|x> a? 
und dabei sind die bei der Definition eines Exponentensystems genannten 
Voraussetzungen (38) und (39) erfiillt, falls gesetzt wird 


e=2, r=3, c=5, y= |h\z, z=|h|za~’, f(n) = —+. 


Da die Zahlenpaare (k,, 1.) (1 < p< m) ein Exponentensystem bilden, 
ist also in den Gliedern mit |h|z >a? 


(43) Se < Saha — Saibaba, 
aSndd 
Aus (42) und (43) ergibt sich, daB in allen Fallen 
Az ead ‘ 
See DS lhlzt a’ + |h| te tat 
aSnd p=1 


ist. Wegen ¢,<- i? a<z und k, > 0 —_ hieraus, daB die rechte Seite 
von (41) 
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<T| S apestal tht ite ba i. Min (5 At i) 


A=-2s p=1 


< Sahat PY hit +e Sib att yi 
p=1 


|AlSa |A| >a 


< Sacra + 2 ta! 
p=1 


ist. Da fiir jedes Zahlenpaar wu, und u, > u, die Ungleichung 
y(u,) — y(u,) Ss U,— Uy, 


gilt, ist - 
H 
e<nddo eS 
0 
stots DS fv(E+e)av, 
aSn<b ‘1 
a 


also wegen b—a+1<a, 


m 
PN Selita. . 


Nach dem vorigen Hilfssatze ist die letzte Seite bei geeignet ge- 
wahltem positivem H wegen k, > 0 


- i+8, _— 
V2" ra’? a ¥" z ‘a : 
Py 
womit der Hilfssatz 5 bewiesen ist. 


Hilfssatz 6. Falls die Zahlenpaare (k, t,) mit 0<k,<l, (lgpsm) 
ein Exponentensystem bilden, und x>1 ist, dann ist 


we 





¥ (E-)-< de +s 
ja p=1 
Beweis. Noch dem vorigen Hilfssatze mit t= 2 ist wegen 0< k, <1, 
z z 1 tree uJ x x 1 
Ze-w-9- 2) 2 gi a 
ght+1j— =e 
3 ™ 2(1+k 





1+k 
= +¢,-#,) j 
<3{> fe BoB "ei 4 at. 
? 


p=1 =s 
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Hilfssatz 7. He sei r ganz >3, 0<a<b, f(n) im Intervall 
a<n<b r-mal differentiierbar®), f"(n)<0, «= f'(b), B=f' (a), 80 
daB « < B ist und zu jedem v im Intervall «<< »< 8B die Zahl n, ein- 
deutig bestimmt ist durch die Bezichungen f' (n,)=¥, a<n, <b. Es 
werde p(v)= —f(n,) +n, gesetzt. Es sei 0O<y< e=t > 0, 
y>0,y=y’. Dann gibt es eine positive, nur von r, y und s ab- 
hangige Zahl c <4, derart, daB aus 


(44) f'?*” (mn) — (—1)?ya(e+1)...(e+p—1)n-*-?| 
<cys(s+1)...(8+p—1)n-*-? *) 


giltig fir allen=>a und <b}, alle ganzenp=>0 und <r—1) folgt, 
daB im Intervall «a <»< B auch y(v) r-mal differentiierbar’) ist und 
die Ungleichung 


(45) pet) (y) —(—1)?na(o+1)...(6o+p—1)»-°-” 
<yna(o+1)...(0o+p—1)»-*-?*) (OS paer-—l1) 
er fillt. 
Beweis. Es mégen ¢,,¢,,...,€. Zahlen bezeichnen, welche zwar 


von allen Parametern abhiangen diirfen, aber absolut genommen kleiner 
sind als eine nur von r, 8 und ¢ abhangige positive Zahl, welche sich mit 
c bei gegebenen r und s der Null nahert. Aus (44) folgt 


(46 f'?*” (m) =(—1)” (1+e¢,)ye(e+1)...(e+p—1)n-*-? 
(a<n<b, OS psr-l1) 


1 
ai “™ 99 


mit |e und es geniigt zu beweisen 


47) p®t(v) =(—1)?(1+¢,)n0(0+1)...(0o+p—l1)r”” 
(esrsp, OS psr-—1); 
denn dann kénnen wir die nur von 8, r und y abhangige positive Zahl 
ce <4} so wahlen, daB |«,| < y ist, so daB (45) aus (47) folgt. 
Wegen (46) ist 


? ‘ _ . 
(48) v=f' (nm,)=(1l+e,)yn,*, also —’(vy)=—n,=—(1+2¢,)nr-*, 


so daB (47) im Falle p= 0 schon bewiesen ist. Ferner ist nach (46) und (48) 


gq ad v) = 1 = . — _'+ < — <— ames '.- aie 
dy sf’ (mv) ysn-*' ys(nv-7)-*—* 
dn, 
1 fe 
a 2 (1+ .¢,)nor-*-', 
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womit (47) auch im Falle p=1 bewiesen ist. Um (47) in den Fallen 
2<psr—1 m beweisen, setzen wir NV, = nr~’, 


F(N)=;"_N** oder F(N)=ylogN (N>0), 


je nachdem s+ 1 oder s =1 ist. Dann ist nach (48) n, =(1-+«,)N,, 
also nach (46) fir OS psr—1 


49 ’ f?*” (n,) om (1 + é,) F®?*” (n,) a (1 + i N,). 
Falls 
(vy) = — F(N,)+ +N, (e<r<B) 
gesetzt wird, ist 
P(r) _— = f(n,) tf ¥Nn,, P(r) = — F(N,)+N,, 
gy’ (v) =n,, Q’ (vy) =WN,, 
” 1 ” 1 
Dd (viz 7 = Pp (vy) = —_; 9 
4 f (My) : F’'(N-) 
allgemein fiir 2<p2r—i1 (wie man leicht mittels einer vollstandigen 
Induktion beweist) bei geeignet gewahlten Koeffizienten w, ,..... x 
, ca 
welche nur von den Parametern w,, u,,..., U,-, abhangen), 
is »+1)/ ! 7 . (tu, +1) (te +1), ~(u +1) 
(50) p?t?(y) = tf” (my)} 2? iO Wu,.u,.-.., if : (n,) f ‘ (n,)...f par (Ry 
(p+; _ l ee (wu, +1) sar (ug+1) ar (uw, _. +1) 
° as (F” (N,)}?9-1— Wee,» ty ++ u,_,F (N.) F (N,)... Poe \4 
falls die Summen = erstreckt werden iiber alle positiven ganzen Zahlen 
U,, Ug,---;Up—y, Welche <p sind und deren Summe wu, + u,+...+ upy-, 
2p— 2 ist. Aus (50) und (49) folgt 





l 
>" 1 Té; ) Wu, ,u, 


(P+ (y) 7 FP™*)(N,) FP *(N,)... Feat (7 
(FP (N,)}29-) = 


pot 
und hieraus folgt, mit Riicksicht auf (51) 
pet) (y) — p?*" (y) 
5 | | grt +1) (ug+1) we. +1) ' 
pester Seay gk IPOD BO, PMO) 


ap | PM WW, Fe (N,) ... Bt? (W,) 
(Vy) 


mae S09 al y’ ee -+u,_,) 
i)" — 


: os... ie peri 
— £10 s y ?»N? =F Y ?NY 

a ‘f _9\peti_ pe (p+1) 

= €,,4~*? (nv-*) =£,,9¥~° ?=24,,.2 (v) 
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wegen ®'(v)= nr”, also 
p?t?(v) = (1+ 4) O97" (r) 
= (—1)?(1+2,,)70(0+1)...(0-+p— 1)»-*-?. 
Hiermit ist (47), also Hilfssatz 7 bewiesen. 
Hilfssatz 8. Falls die Zahlenpaare (x,,4,) mit 4,> 3 (lo psu) 
ein Expunentensystem bilden und gesetzt wird 


1 1 2 1 
(52) k=4—5 L=—x,+5 (lSpse), bene n= zZ, 
dann bilden auch die Zahlenpaare k,,l, (loplu+1) em Expo, 
nentens ystem. 
Beweis. Wegen (36) ist 


1 
0S*%,S5> A 


P 


lA 
lA 


3 1 (1<p<z), 
also nach (52) 


0<kS5, OS451 (15 pSe+1). 


Wir miissen zeigen, daB es zu jeder positiven Zahl ¢ die nur von 
8 abhiangigen Zahlen r und ¢ (r ganz > 3, 0 <c < 3) gibt, derart, daf 
die Ungleichung (37) mit m=y-+1 in bezug auf s und ¢ aus den 
genannten Voraussetzungen (38) und (39) folgt; wir setzen also (38) und 
(39) voraus, indem wir spiter iiber r und ¢ verfiigen werden. Im Beweis 
dieses Hilfssatzes werden wir alle Ungleichungen mit dem Zeichen < in 
bezug auf s und ¢ nehmen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen 

1 


wir b> 2* voraussetzen; denn sonst ist wegen (38) die linke Seite von 
(37) <b<argtat. Nach (39) ist 

(53) Syn <f'(n)<2yn- und yen-*2<—f" (n)<2yen-*4, 
also f"(n)<0, O0</f'(b)</f'(a). Es werde gesetzt 


f'(b)—a, f(a)—f, =o, yn, C=nan, rede’, 





Nach (58) ist 
yb <a<2yb", Fam Syat< p< 2s. 
Hieraus folgt 
(54) a<z; 2°°$<b<2°t, also 1<f<a 
und 
p 2ya* P 
—<% <4¢° =r¢, also O<a< fer. 


-s 
a¥? 
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Die Zahl n, ist im Intervall «<»< # eindeutig bestimmt durch 
die Beziehungen f’(n,) =», a<n, <b. Es werde fir «<>< gesetzt 
y(v)=— f(n,)-+»n,. Wir werden vorlaiufig « > 1 voraussetzen. Dann ist 

o>0, t>0, lga<cPcar, y»>O, C=na--*>1. 


Da die Zahlenpaare (x,,4,) (1 <<) ein Exponentensystem bilden, 
gibt es dann nach der Definition eines Exponentensystems zwei nur von 
o, also nur von ¢ abhingige Zahlen 9 und y (9 ganz >3, 0<y<}), 
derart, daB aus 


(55) | p?+9(¥)—(—1)?no(o+1)...(o+p—1)r-*-9| . 
<yno(o+1)...(0o+p—1)»-*-? 
(e<¥<f,0< pS e—1) fiir jedes Paar Zahlen a,, 8, mit ce<a,<f, <p 
folgt . 
(56) Oy enter a S70"? a? 
a <rS ho p=1 
diese Ungleichung bezieht sich auf o und 1, also auf s und ¢. Die letzte 
Ungleichung gilt auch im Falle «<1; denn falls die linke Seite nicht 
verschwindet, ist «x > B>f,>1, so daB dann wegen x, > 0 und 4,>0 
die linke Seite von (56) absolut 
Spcarcrgrtherah 
ist. 
Es werde r=o gesetzt. Nach Hilfssatz 7 kénnen wir c, nur von 
r,y unds also nur von s abhangig, so wahlen, daB aus (39) Beziehung (55), 
also auch (56) folgt. Mit Riicksicht auf (54) ergibt sich aus (56) 


“ 
(57) Ps oP (f(a) 9) S" spa”? 
aeSrSho p=l 
Nach (39) ist f”(n)>0, so daB f”(m) eine monotone Funktion 
von ist; wegen 


dy af’ (n,) 





ist n, eine monotone Funktion von ». Hieraus folgt, daB : 


vir" @,)| 
eine monotone Funktion von » bezeichnet, und zwar eine Funktion 
<-—pee = z *q*, sodaB die partielle Summation, auf (57) angewendet, 
=1 
za 
gibt 


2xi(f(n,)—rn,) 2 u 

e , en -+ 4 a kt 
a<rsph Vif (*)| p=1 p=1 

wegen (52). 
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Nach Satz 1 ist dann 


7 xt + 1 , A, , 2.3 
y gg > i a log (2 + 2% a!) + 2a? 
a<nSb p=1 Vza™* 


“ k 1 . 
< S2'a’+2'a! 
p=1 
wegen z>1 und a@>1. Hiermit ist (37) mit m=nw-+1, also der 
Hilfssatz bewiesen. 
Hilfssatz 9. Das Zahlenpaar (5,4) bildet ein Exponentensystem. 
Beweis. Wie schon bei der Definition eines Exponentensystems 
bemerkt wurde, bildet (0,1) ein Exponentensystem. Falls im vorigen 
Hilfssatze u = 1, x, = 0, 4, = 1 gesetzt wird, findet man das Exponenten- 
system (3,3), (2,3). Da z> 1 vorausgesetzt wird, ist 


$8 1 otal G@etat 


2°a° +2°a° < 22°a’, 
so daB das Zahlenpaar (3,3) allein schon ein Exponentensystem bildet. 
Hilfssatz 10. Falls die Zahlenpaare (x,,4,) (lopSu) ein 


Exponentensystem bilden, q eine konstante ganze Zahl > 0 bezeichnet, 
und gesetzt wird 
1 A 


—_ 9f ~~ i. =r — sa <a< pn) 

fe =~. k, Q(qx,+1)’ l, I Q Q(qx,+1) (lSpse), 
l 

— 2Q+q’ 

dann bilden die Zahlenpaare (k,,1,) (1 lo pGu-+1) ein Exponenten- 

system, und zwar mit |, > 3. 


Beweis. Wegen (36) ist 


= 





kiwi = 0,7 ie 1 


0<%,<5, 0<4A, sl, (lsopsp), 
also nach (58) 


0<k,<5, 754,K<1, (1s psu). 


Wir miissen zeigen, daB es zu jeder positiven Zahl s die nur von s ab- 
hingigen Zahlen r und c (r ganz >3, 0<c¢ <3) gibt, derart, dab (37) 
mit m= u-+1 aus den genannten Voraussetzungen (38) und (39) folgt; 
wir setzen also (38) und (39) voraus, indem wir spiater iiber r und ¢ ver- 
fiigen werden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir beim 
Beweis 6— a> 1 voraussetzen, da sonst die linke Seite von (37) ab- 
solut <1 ist. 

Es werde gesetzt o—s+q, tr=#. Die im Beweis dieses Hilfssatzes 
vorkommenden Ungleichungen mit den Zeichen < und >< beziehen sich 
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auf s und ¢, wir kénnen auch sagen auf o und 1, da q konstant voraus- 
gesetzt wird. 

Da die Zahlenpaare (x,,4,) (1 Sp SH) ein Exponentensystem bilden, 
gibt es zwei nur von o, also nur von s abhingige Zahlen o und + 
(9 ganz >3, 0<y<}), derart, daB stets die Ungleichung 


a” 
(59) p etxivo)< S’ *p a’ 
a<r<p p=1 
gilt, wenn die folgenden Voraussetzungen erfillt sind: 
lsae<Bp<ar, »n>O, =a-*>1; 


y(») ist im Intervall « < » < £ definiert, reell, 9-mal differentiierbar®), und 
fir e< rip, OS pso—1 ist 
(60) p?t(y)--(— 1)? no(o+1)... (o-+p—1)r-°-?| 
<yno(o+1)...(60+p—1)»-9-», *) 
Wir setzen r=o-+q+1 und wir wenden Satz2 an. Da f(n) 
o +q-+ 1-mal differentiierbar ist, ist nach (20) auch 4,(») im Intervall 


«,5»<f, o+4q-+ 1-mal differentiierbar’). Aus (27) ergibt sich mittels 
volistandiger Induktion 


i gs % 
I,(v) =Jdu,fdu,... fdu,f(v+u,+...+4,), 
0 0 0 
also fiir 0 pe —1 im Intervall « cr Sf, 


71 G2 9, 
A?*”(v) =Jdu,fdu,...fdu, f°” (» +U+... tu 
0 0 0 


also nach (39) 


q)? 


| A?*” (v) =(— 1)?**(1+0,c)ys(s+1)... 
(61) de 94 
|(s+p+¢- 1)fdu,... fdu,(»+ u, te .06 +e,)""", 
uv 0 
wo |6, (desgl.|@,|, |6,| und |6,| nachher) < 1 ist. 
Wir wihlen jetzt c (0 <¢<}), nur von es abhingig, so daG fiir alle 
nicht-negativen ganzen p< go — 1 und alle 6, und 6, 
(1+6,c)-(1+0,c)"? *=1+6,y 
ist. Bei unserer Anwendung von Satz 2 setzen wir H < ac voraus. Aus 
U ++... +%|Sigit+idsl+---+19,|\<H<acg ve 
folgt 
(1+ 6,¢)-(» +, +...+u,)-°°? * = (146, ¢)-(1+6,c) °? *y-s-9-8 
= (140, 7)7-#9-#, 
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Dann ist nach (61) fir 0 << p<e—1 im Intervall «, Cr Sf, 
— 1)84,?*"(») = (—1)?(1+0, 7) ys(s+1)...(s+p+q—1) Gree. 
ai gesetzt wird 
y(¥)=(—1)*4,(»), g=ys(s+1)...(e+¢—1)G, ’) 
ist also fir 0< p< o— 1 im Intervall neti 
pet (x) = (—1)(1+0,7)n0(0+1)...(0+p—1)>-2-», %) 
so dab (60) gilt fiir jedes Zahlenpaar «, 8 mit der Eigenschaft «, <a <f<f,. 
Es werde (= na~° gesetzt. Wegen a< a < at ist a ><a, also 
C><yGa-**=2Ga-*. 
Wir werden jetzt zwei Fille unterscheiden, je nachdem {<1 oder > 1 ist. 
1. Es sei €< 1. Es ist im Intervall ec r <p 
0<jnr-*<@'(r)<Snr-" S56 <2. 
Nach Hilfssatz 3, mit a statt a, f statt b, p(y) statt f(m), ist wegen 
a~<a und al 
D> errivne tats yqaetal<a@ te talttt <g-igit*s 
a<r<h 
so da8 in Satz 2 U, durch den letzten Ausdruck ersetzt werden kann. Dann ist 


Xv, <a"! anhalt (Sgt) cal ha, 


|S 8-1 \giSa-1 1<a<H-1 
@+0 G +0 
also nach Satz 2 
(62) > etxitm < H+ 5 om <f VH- he gt tte-t 
. aSandd Vi 


Diese Ungleichung ist im Falle ¢<1 bewiesen unter der Voraus- 
setzung H <ac, und sie ist evident, wenn H >ac ist; denn die linke 
Seite von (62) ist dann absolut <b<at<* dH. 

Hilfssatz 4 besagt, daB bei geeignet gewahltem positivem H die 
rechte Seite von (62) 

1 1 1 
< a ot - qa tev < Qa ete = 22'Htt gt 
ist, so daB (37) in diesem Falle bewiesen ist. 
2. Es sei ¢>1. Dann sind alle fiir (59) notwendigen Bedingungen 


erfiillt, also 
DY eric ¥ pirat < Sars" lee 


a<rcp p=i p=1 
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Wir kénnen in Satz 2 U, durch den letzten Ansdruck ersetzen; wegen 





x, 2 0 ist 
DG <{ S gi\'<at”, 
jiSH-1 1SmSH8-1 
G+o 
also 
“ 
30, <>) Ht7*? gg, 
\@iSH-1 p=1 
G+0 
so daB Satz 3, unter der Voraussetzung H < ac, gibt 
(63) D> ett < H+ y. +S Va"s My Pn thy ary 
aS Vi 


diese Ungleichung ist wiederum im Falle H > ac evident. 
Wegen x,>0 besagt Hilfssatz 4, daB bei geeignet gewahltem posi- 
tivem H die rechte Seite von (63) 


- 1 4» 
ne ee - 


~ _ = “ 
<a *% 4 ate +1) ss "Oey +7 2Q+¢ + S72" a’ 
p=1 p=1 
ist, womit der Hilfssatz vollstaindig bewiesen ist. 
Hilfssatz 11. Falls die Zahlenpaare (x,,4,) (lLopau) ein 


Exponentensystem bilden, q eine konstante ganze Zahl > 0 bezeichnet, 
und gesetzt wird 





Q=2, b= 3- Oto L—gtagesy (1SPSm)s 


dann bilden auch die Zahlenpaare (k,,1,) (1S pou+ 1) ein Expo- 
nentensystem. 


Beweis. Da die Voraussetzungen des vorigen Hilfssatzes erfiillt sind, 
bilden die Zahlenpaare 


, Pw x a , a J 1 -_& as : 
» =Oqx,tty %» =1— Qt @x,4+1 (lopsp); 
, 1 
Xn+, =O, Auer = 1— 


2Q+¢ 
ein Exponentensystem mit 4 => ; (l1gpsu+1). Nach Hilfssatz 8 


bilden dann auch die Zahlenpaare (k,,J,) (1S p<a+1) ein Expo- 
nentensystem. 
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‘4 §)\ 


Hilfssatz 12. Die Zahlenpaare (, *) und \i0° i0/ bilden ein 
Exponentensystem. . 
Beweis. Da nach Hilfssatz 9 das Zahlenpaar (= . >) ein Exponenten- 


system bildet, kénnen wir den vorigen Hilfssatz mit g=1, w=1, 
{1 


(x,, 4,) anwenden. Dann ist 


1 \2? 2/ 
1 1 
1 2, 2 1 1 2 2 
h=3-9t 71 ae teat eS) oe, tas 
2( +1) a(- +41 
2 2 
(2 1 1 2 1 
k,= Max\|>,5—5) =5 =z: 
‘ ' (2 4 (; 18) (4 5)\ 
Hilfssatz 13. Die Zahlenpaare \z>7)> \og> og) und \ 10° i0/ 


bilden ein Exponentensystem. 


Beweis. Wir wenden Hilfssatz 11 an mit g=1, »=2 und mit 
den Zahlenpaaren 
{1 4) P ‘. ae 


{ 4 lo ion. \ 
(%,, 4,) \e’ 6)? ( %g5 Ag) \io’ 10/? 


welche nach dem vorigen Hilfssatz ein Exponentensystem bilden. Dann ist 


h=3-atagey —t 4ostaaey HT 
h-g-ataapm es Amatsap—w 
q-maG.d-3) 3; 4-3 
Hilfesatz 14. Die Zahlenpaare (*, imu), (Ha> gia)» (iae> tte) 
una (=. =) bilden ein Exponentensystem. 


Beweis. Wir wenden Hilfssatz 11 an mit g=3, ~=3 und mit 
den Zahlenpaaren 


(A= Ged) Outi (old)s Gnid= (fed). 


welche nach dem vorigen Hilfssatz ein Exponentensystem bilden. Dann ist 


= 3-3+5647) = in h=a+a@sn = i 
=3-s+sam— Me b=3+sasrm — Be 
b= 3 — 5+ sCRT I~ 178 b= 3+ aqETiy ~ 1 
nn tealg.d-§) 2 42}. 
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Beweis von (1). Wir wenden die Hilfssitze 6 und 14 an. Dann ist 


ke 1)—(4 54). K+  48+54 97 _ 88 
Russ) =\ joa 04)? = 24 4) ™ 204 43) ~ 204 < TOO? 
(ings &) = (2, BE, gS. oo tN, ws ec a 
2? "2 \844’ 344/’-- 2(1+8h,) 2(344—147) 491 ~~ 100’ 
(yt) = (0B), tee eS, 
il 176° 176/’ 2(1+k,) 2(176--71) 494 ~ 100’ 
k 1)— (12 19), k+l _ 17+19 _ 18 _ 88 
Rao % \ ga 3a) 2(1+k,) 2(88—17) 58 “™ 100° 


Utrecht, den 23. Oktober 1921. 


(Eingegangen am 24. 10. 1921.) 
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Ober Summen, die mit den elliptischen >- Funktionen 
zusammenhingen. 


Von 


J. G. van der Corput in Freiburg (Schweiz). 


§ 1. 
Es bezeichnen z, y,z, a und b reelle Zahlen, z+ 0, und es werde gesetzt 


at 
Ren Pg 3 ae 


(1) J(z, y,2z)= 
viz| 


fersae 

|z 

viel 
mit 4.,——1,0 oder +1, je nachdem zz positiv, null oder negativ ist; 
in dieser Note benutze man immer das obere oder das untere Zeichen, je 
nachdem z positiv oder negativ ist. 


In § 2 werde ich beweisen, daG 


N 
(2) Lim ») J(z,y,z—n) 
N=® ,-—y 


existiert, und, mit F(z, y,z) bezeichnet, die Eigenschaft besitzt: 
F(z,b,2b+2)— F(z,a,za-+z) 
(3) ) eb+z 


, - i 
= Pk e7ten*+22n) _ stl 5 e * allie . 
n=a V2 | 2) nea+e 


wo die Striche die folgende Bedeutung haben: 


> 
1. falls a<b ist, wird die Summe >” erstreckt iiber die ganz- 


n=a 
zahligen n im Intervall a <n <b, wobei das Glied mit n = a bew.n = b 
gegebenenfalls nur halb gezahit wird, 


b 
2. falls a =b ist, ist S’=—0, 
a-<a 
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b a 
3. falls a>b ist, ist 5” — — 5”. 


ana n=b 
In §3 wird e**** F(z, y,z) asymptotisch entwickelt nach steigenden 
Potenzen von z; in $4 wird gezeigt 


(4) | F(z, y,2z)|<- +1+-2!2|; 


ani 


in §5 wird hieraus abgeleitet, daB die rechte Seite von (3) absolut kleiner 
ist als 3(1+ 75); und im selben Paragraphen wird noch unter der 
z| 


Voraussetzung, daB b—a, z(b—a) und 5 (b —a)*+2(b—a) ganz 
sind, bewiesen: 


ah+e aé 

, " —) —_— 

(5) _ eri'ent+2en — 1! 7 e# “se 
a> ve| \n-zat+z 


fiir jedes positive ganze g hat also die GauSsche Summe 


ye 08 ttl yg Stet et va@(l + e~ #478) 
a=0 n=0 
den Wert (¢ +1) Vq, Vq, 0 oder ¢ Yq, je nachdem g=0, 1, 2 oder 3 (mod 4). 


Die Herren Hardy und Littlewood’) betrachten (n > 0 voransgesetzt ) 
die Summen 


n n 
53 (2,0)= P e~t"742 co3(2y—1)n8, af (x, 8) —)’ e242 sin (2» —1) 28. 
v=0 


n 
3 . aud ini , R , aoe . 
$, (x, 9) = > e”*'%cos2y28, o2 (x, 0) = > e” *'2sin 2 raf, 
r=0 r-0 
n 


n 
$(2, 0) — py (- -1)" e”" 7'* cos 2728, a (x, @) = Py (— 1)" e"7*sin2r2790, 


r=O0 r=0 


und mittels des Cauchyschen Integralsatzes aus der komplexen Funktionen- 
theorie beweisen sie unter der Voraussetzung 0 <2 <1, !6|/<1, daB es 
eine (von n,z und @ unabhingige) Konstante K gibt mit der Eigenschaft 


71 6° 





ri i+! - 6-4 1 6 K 
ik lee gtens uy Var et an 
na , y2z az ( ==) yz 





*) G. H. Hardy und J. E. Littlewood, Some Problems of Diophantine Approxi- 
mation. If. The trigonometrical series associated with the elliptic #-functions | Acta 
Mathematica 37 (1914), 8. 193—238], S. 193—219. 


n* 
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Wie im letzten Paragraphen gezeigt wird, ist diese Ungleichung aqui- 
valent mit der Beziehung, daB bei geeignet gewahltem konstantem K, die 
rechte Seite von (3) absolut kleiner als K, (1 + 7) ist; wie schon be 


merkt wurde, geniigt K, = i. 


§ 2. 


Mittels partieller Integration folgt aus (1) im Falle z + 0 


z “eyo ra pair 
a ” = ie 6 de ? 
(7) pe ey See A. 
2xiz ~ 4a2 ir v* 
jz] 
—= 
viz] 





und nach dem zweiten Mittelwertsatz, angewendet auf den reellen und auf 
den imaginaren Teil des letzten Integrals, ist das SchluBglied absolut 
hochstens 

a1 .2y8is] 

4x* {,\'* 


Da 

XN 

. e727 tiny 

(8 Lim iG —n) 
N=« g--wy 
atz 

existiert, existiert also auch der Grenzwert (2). Es werde dieser Grenz- 

wert (2) mit F(z, y, z) bezeichnet. 


Wegen (1) ist J(z,y,z) die konjugiert-komplexe Zahl von 
J(—2z, y,— 2), also F(z,y,z) die konjugiert-komplexe Zahl von 
F(—2,y,—z). Falls x und z durch —z und —z ersetzt werden, 
wird also die linke Seite von (3) durch die konjugiert-komplexe Zahl 
ersetzt, und dies ist auch der Fall mit der rechten Seite von (3), da 


sbt+z —zb-— ie : xi : 
2° —- —(-a-2 
(¢+1) s” e ham =(—s71) ¢ * 
m=fa+z n=-—za-z 


die konjugiert-komplexe Zahl von 


—zb-— 
Fh nee 
vey Se 


ist. 
Beim Beweis von (3) kénnen wir also ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit z> 0 voraussetzen. AuBerdem diirfen wir noch a<6 an- 


nehmen, da bei Vertauschung von a und b-beide Seiten mit —1 multipli- 
ziert werden. 


Summen, die mit #-Funktionen zusammenhiingen. §9 


Es werde 
F B 
-_ b a= — —in—z)* - 
setectog Shit cy ier ferao=P,(4, B) 
vz ve yz J 


gesetzt. Aus (1) ergibt sich dann 


J(x,b,24b +2—n)=—P,(B,, x) falls n<xb+z, 


= — 1 P,(b,,00)+4P,(—00,8,) falla n—2b-+2, 


= P,(— oo, f,) falls n>2xb+-<z. 
Hieraus folgt 


N N 
> I(x, b, 2b +2—n)— DS’ J (2, a, 20 +2-—n) 
n=-N a=-N 


zbiz N za+et 


N 
= —>’ P,(B,,00) +> P,(—co, B,) +>) P,(«,,%)—_» P,(— oO, &,) 
sailed n=sb+s ae-7 n> xza+e 
a. tbt+e 
=D) P,(«,; B,) —)) Fat — 00, OO), 
n= —N n=Za+e 
also 


F(2z,b,2b+2)— F(2,a,xa+2z) 


N N 
= Lim { Dd) J (z,b,2b+2—n)— D'I (2,4, 20+2 _n)\ 


(9) N= n=—N n=—N 


zb+z 


N 
= Lim > P(«,, B,) — > P, (— co, 00). 


N=<n--N n-zat+z 








Es ist 


sbtt—n 
N ; Ve 
i 3” l;: sy” — = n-28 
Lim DD, P,(«¢,,8,)==Lim 2 e * 
10 i i Ve N="q=—N za+z—n 
(19) = 
xX b 
, 
Lim 5 [ersten 2e0-tauidy = S e7ilan*+22n) 
N=<g=--NS$ a=6 


erie dy 








nach der Dirichletschen Theorie der Fourierschen Reihen, und es ist 





até z af ‘ 
- ed Fe ae 
(11) P,f a, 90] ™ ed e7t* dy re :* 


-=z 


Aus (9), (10) und (11) folgt (3). 
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§ 3. 


Es sei p ganz > 0. Mittels p mal angewendeter partieller Integration 
leitet man aus (1) ab, im Falle z+ 0, 





p-1 
91-3... (2m —1) ae h (8 +82) 
J(z,y¥,z)= Ai TE 
( y j Py (2xi)*tz?™+! 
Ass 1-3...(3p—1) .- ent be j 


eet Sar”) 
ond P pti 2pti 
Viz (2x4) fl ct 





viz 
Der zweite Mittelwertsatz, angewendet auf den reellen und auf den 
imaginaren Teil des letzten Integrals, zeigt, daB das SchluBglied absolut 
< 1:8...(2p—1) 2v8lal? — p! |x|? 


= (88)9*' ja[2att = qPt! | 2 | 2+! 
ist. Es ist also 








p-i N 
; 1-3...(2m—1)2",. —2ziny 
e*ts” F(z, y,2) = etaive S” ed | af - tata 
m=0 y 





(22i)™*! yas gM, (#—0)***! 
(12) nts 
sSpis? ye) 
i 2 sce 
ats 


hierin ist 6, (desgl. @,,6,,0,,0, nachher) absolut <1. 
Auf dieselbe Art beweist man 





ets? F(z, y, 2) = ertsr J(z, y¥,z2—- E -+ I) 
=< m - —22xin 
4 e*zive 5” 1-8...(2m—I)2" 7s, DE Ren 
13) aso | ((2x8)™*4 aw g Sy (2 —0)*** 
(Ih ntie+}) 
c) ry 1 
4. SP ist a an 
’ a?tl 9 2 |\zg—n |?! 
atiz+}) 





Wir werden jetzt zwei Fille unterscheiden, je nachdem z ganz ist 
oder nicht. 


1. Es sei z ganz. Dann ist 





N 
27il—a)y Sxiny 2m+t 
i. | fw Cam (— 4)*** 02) Be fe). 
(14) tam a (e-ayer lim 2 ni™ti ( 1) ’ (2m): B,,,. (1); 
ate a+0 





*) Falls m= 0 ist, bezeichnet das Produkt 1-3...(2m—1) die Zahl 1. 
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hierin ist 70 oder =~y—[y]—}, je nachdem y ganz ist oder nicht; 
es ist B,(y)= 1, und fiir m> 0 bezeichnet. B,, (7) die Bernoullische 
Funktion vom Grade 2m-+-1, d. h. es ist 


Sm+i am 2 B, 
Baw(9)= Sexi — "e+ (P) gate 
2m B. a- m-1 2m 2. 
— (Uy) Patent +... +(—1)"" (90% ,)-see 
wo die B, die Bernoullischen Zahlen sind. 


Ferner ist 
ae 1 ™ =a 
(15) 5 2 rains = VRE(2P +1) S VBE (8) < 5. 
ate 
Wegen 
8...(2m—1)2™ (—-1)"**i(2e)**** s(x ix)™ 





(2 «i)™*! ; (2m)! — ay m! 


folgt aus (12), (14) und (15) 





pt he: 
(16) ent F(x, y,2)— — 3) 5)” (aia) + 90: pt. 


t 
m=0 s 


2. Es sei z nicht ” Dann ist 


1-8... (2m—1) ——~ ae ae 
(17) xiy@t y- neti ea iy 24t(2—m)’ 


acen(@o ee ‘dz™™ 








wenn bei dieser Differentiation y als eine Konstante betrachtet wird. Falls 
der Grenzwert (8) mit V(z) bezeichnet wird, ist bekanntlich 


(18) V(z)= n cotgzz oder =5- =i ing enna ot, 
je nachdem y ganz ist oder nicht. 
Ferner ist 
, 1 = 1 hl 
9) —— — . eee 
(1S } we, |z—mn |2Ptt < | sin wz 27+!’ 


beim Beweis dieser Ungleichung kénnen wir ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit 0<2<} voraussetzen; wenn p durch p-+1 ersetzt wird, 


wird die linke Seite von (19) mit einer Zahl < —_ die rechte Seite mit 
einer gréBeren Zahl, nimlich mit rT multipliziert, so daB es geniigt, 
Ungleichung (19) fiir p= 1 zu beweisen, und dann ist 
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1 1 i 1 1 ar 1 7 
. — a > <=. — = —_— _— — eee 
PES at <a (Bt ay eT at} 
8 2/ 2 
3 x* Pes oF 1\ x* Ai a 
~ 42% (Goa +82(3)) ™ 422 \l + 3) amtaz ~~ gin? wz 


Hiermit ist (19) bewiesen, und aus (12), (17), (18) und (19) folgt 
evs” F(z, y, 2) 


oe Poe l/z ” 1 ( « P-* as-2) 
— giztyz » Ss Ps ibe oh. a } 
’ (¥ (2) 4 asa)? (2)+...4 (p—1)! ‘aaa V \4)) 
4.6, Pia? lel” 
* | sina z |*?+2" 


Da diese Beziehung bei kleinen |sinz| unscharfe Ergebnisse liefert, 
werden wir noch eine andere as, mptotische Entwicklung fiir e***"* F (x, y, z) 
ableiten. Es ist 


N . 
i e~ tiny 


1-3... (2m— . 
(2m - 1) him > Pte 
N=o 





(22i)™*2 amet z—n/2ti 
n+[e+ 4] 
2m —Snilz+ tly 
ate fi (r)- o), 
m! (4.21) dz Q2i (2 -|2+3}) 
und 
1 y’ 1 ae 2°t8 (294 1) = tpt? 
. = ef <e 2 << P 
y2 —_., z—n|*Pt! y2 
n+ [z+ }] 


so daB aus (13) folgt 


erie” F(x, y,z) = etter J (x, y,2— |2+ $1) 
p-1 , . : 
1 = 32m —2xi[z+ h]y 
2)) + ete? (5;) 1am V(z)—— ry 
a a=0 dz 22i (:- l2+3]) 
2p+2, op 
pi2 lz} 
+628 





*) In den Punkten, wo z+4 ganz ist, ist die Derivierte nach rechts gemeint. 
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§ 4. 
Beim Beweis von (4) diirfen wir z nicht-ganz voraussetzen, da sonst 
F(x,y,z)| nach (16) mit p= 1 héchstens ++ {2 sat. 


Aus den fiir positives u giiltigen Ungleichungen 





x x 
| {cos av? dv < fcosxv?de, \Jsinav?dv| -Jsinazv*dv 
“ 0 u 0 
folgt 
x 
/ f 7 | | 1 
J \z,y,z— is+s1)|<7= {er do| — aI if 4 Pee 
po Bl” Yai ts | vjz| |2y2!  2yje\’ 


so daB sich aus (20) mit p= 1 ergibt 


e278 2+ tiv 4 1 4 p 
7 5 — é |x. 
2 xi ( |) | 2yi\z1 


i tek 





| F(x, y,z)|<|V(2)— 


Es geniigt also unter der Voraussetzung, daB z nicht ganz ist, zu 
beweisen 
eo 2*8|#+ t\y | 


(21) V(z) — —————"“i 7 

ani (2—|2+5}) | 
und dabei werden wir zwei Faille unterscheiden, je nachdem y ganz ist 
oder nicht. 


<i, 


1. Es sei y ganz. Dann ist nach (18) die linke Seite von (21) 


ae — cot 2) 
2 f 4} ez |” 
a\z— z+—|) 


L 25/ | 





so da8 wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 0 << z< 5 voraussetzen 
kénnen. Es ist unmittelbar klar, daB der Ausdruck (22) fiir z=} kleiner 
als 1 ist, und sonst ist dieser Ausdruck 


I \ (> — ) — | 4, ** 
4z — cotg 22) <g3\deas™ cotg xz = 7% 7< 1. 


2. Es sei y nicht ganz. Dann ist nach (18) die linke Seite von (21) 


“ 1| e72éle+dly e727 6s(9-I91— 9) | 
(23) a(s—[2+2)) ae, cae 
. 2—|2+5]) | 


| 


so daB wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 0 << z<} und 0O<y<1 








74 J. G, van der Corput. 


voraussetzen kénnen. Es ist unmittelbar klar, da der Ausdruck (23) 
fiir z= } kleiner als 1 ist, und sonst ist dieser Ausdruck 
1 | 1—¢~2*#s(s- }) 


2) as 








— ¢~262(v-}) (<> a =) 


sm xz az 











—2xi2(y- 
g inte Ge 8) 


2xaz sin xz at 


és sin (x2|y—3 2 ) 





: az 1 1 
ae + less — cotg xz) <|y— > l+gey<p+y—1 
Hiermit ist (21), also (4) vollstaindig bewiesen. 
§ 5. 


Es werde die rechte Seite von (3) mit D(2z,2z,a,b6) bezeichnet, so daB 














a ab s n 
D(2z,z,4@ 0) ate { , Pv —n*+22n) 
3Is| n=sa+t 
— vial en nia(n+ = | 
. atx —sb—s a f2n 
on | ~ ha art Pa 
- a=~Za~2 
- 51 via] 6" nte(n+ 3) | } 
. niz* 
sti -“s 1 z 
~ Vaal” D(—+,-—4, —2a—2, —2b—2) 
ist. 
Wegen (8) und (4) ist 
(25) | D(z, z,a,b)| <——+2+44|2|; 


Tiel | 


wegen (24) und (25) (mit — . statt z) ist 





(26) |D(z,2, a,b) <5 (Vei+2+75)= ae ee 
und aus (25) und (26) folgt 
(27) \D(z, #,4,6)|<3(1 +7). 
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Es werde b—a=c gesetzt. Wir setzen in diesem Paragraphen weiter 
c, cz und $cx*-+ cz, also auch 


5ex*—cz=e- Cz — (t ez* + es) 
ganz voraus. Falls m und h ganze Zahlen bezeichnen, sind 
{2(m+he)*+2(n (n+ he)} — {52 zn? + zn} 


und 
3 (" —s +hez)* _ a(n _ z)° 
ganz; es ist also 


at at 
ertainthe*+tsinthe) — extiem+2en) und ¢ 2 tee” _ oe em 
Hieraus folgt 
D(z,z,a+he,b+he) = D(z, z, a,b), 
so daB fiir jedes positive ganze H 
H-1 
H D(x, 2,a,b) = >’ D(z, z,a+he,b+he)= D(z, 2,a,a+ He) 
h=0 
ist. Da nach (27) die letzte Seite absolut genommen kleiner ist als eine 
von H unabhingige Zahl, ist D(x, z,a,b)=0, womit (5) bewiesen ist. 


§ 6. 


In diesem Paragraphen schlieBlich werden wir beweisen, daB die 
Hardy-Littlewoodschen Ungleichungen (6) dquivalent sind mit der Be- 
ziehung 
(28) | D(z, 2, a, )|< K,(1+ 75), 
wo K, eine Konstante bezeichnet. In diesem Paragraphen bezeichne n 
eine positive Zahl, @ eine Zahl, welche absolut <1 ist. Es werde gesetst 


8, (x, 0) + ion (x, 0) = ta(z, 6) 


r) A=2,3 und 4, 


. nt @' 
th(z,0)— ttle = “s*(— + =) =72(z,0) 
y2z 
wo x eine positive Zahl bezeichnet. 
Die Hardy-Littlewoodschen Ungleichungen (6) sind dquivalent mit 
dem Satze, daB es, falls 0 <2 <1 ist, eine Konstante K, gibt mit der 
Eigenschaft 


29) | T2 (x, 0)| < (42,3 und 4); 
(2,0)| <= 
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denn aus (6) folgt (29) mit K, +2K, und aus (29) folgt (6) mit K = K, 
_ 


(x, 6) = (x, 0) + #4 (2, —0); 2to,(x, 0) =#, (2, 9) — t, (x, — 8). 


Wie man leicht priift, ist 


“(5-0 


T2(x,0)—e D(x,0—+2,0,n) 
nz+0-4s ae . @-32 = 
1 , y -—(-@ , » —-— (-@;* 
=i > (-le ° — S'(-1)¢ a‘ 8 
y 22 r=ns v=0 f 


T 3 (x, 9) = D(x, 0, 0, n) 
(30) 


nz+@ ; 6 ; 
i+1 —? — ** (git 7” -=*~-98} 
ap a ah - e # e *# { 


y2z r=ae r=0 i’ 


T(x, 0) — D(x, 0+ 50, m) 











az+O+4 2% 1\" 6+} xi/ 1;° 
Pe ee 
=*" eo” 7. »e * ) , 
y 22 r=ne v¥=0 


Wegen |@|<1 und 0<2<1 enthiit die rechte Seite jeder Be- 


ziehung (80) héchstens vier Glieder, so daB jede dieser Seiten absolut 


< 4 ist. Aus (30) und (28) geht hervor 


yz 


|Ta(x, 0) | <K, (1+ )+7 <>, 


vz vz" yz 

so daB (29) mit K, — 2K, + 4 aus (28) folgt. 

Umgekehrt folgt aus der zweiten Beziehung von (30) und aus (29) 
mit 4= 3 
(31) | D(z, 0, 0, )| < +4. 

yz 

Hierin ist 0 <2x<1 vorausgesetzt, aber aus (31) folgt, falls x eine 

beliebige Zahl > — 1 und <1 ungleich Null bezeichnet, 


D(z, 0,0, n)|=|D(—2, — 0,0, n)| < +4 


viz] ’ 
D(x,0,0, —n)| =! D(x, — 0, 0, n) <3 
also 


D(z, 0, a,b)! <| D(z, 0, 0, a)|+|D(x, 0, 0,b)| <-Ae=*. 


vy 2| 


Summen, die mit 3-Funktionen zusammenhingen. 77 
Hieraus ergibt sich, da bei geeignet gewahltem ganzemh |z-+-h2| <1 ist, 
(32) |D(x,2,a,b)|=|D(x,2+hz,a—h,b—h)| < 228 
viz] 
also nach (24) und (32) 


' 1 = @ 8 

(33) | D(— #4, b)| < Via] 2>* 2K, +8. 
Aus (32) und (33) folgt (28) mit K, = 2K,+ 8. 
Utrecht, den 10. Januar 1922. 


(Eingegangen am 12. 1. 1922.) 








Ober Kongruenzbedingungen der rationalen Lésbarkeit 
von algebraischen Gleichungen. 


Von 


Gustav Rados in Budapest. 


Sind alle Wurzeln der ganzzahligen algebraischen Gleichung 
(1) P(z)=a,2"+a,2*-'+...+¢4, ,7+4a,=0 
rational, so hat die Kongruenz 
(2) F(z)=a,2"+a,2*-'+...+a,_,2+4,=0(mod p) 
fiir jeden Primzahl-Modul genau n Wurzeln. 

Kann diese triviale Behauptung umgekehrt werden? Oder folgt schon 
aus der Zerlegbarkeit von F(z) fiir jeden Primzahl-Modul p in n lineare 
Faktoren auch die Zerlegbarkeit von F(z) in n lineare Faktoren im 
natiirlichen Rationalitatsbereiche? 

Im nachfolgenden soll diese Frage in bejahendem Sinne beantwortet 
werden. Es ist dies um so bemerkenswerter, als Herr D. Hilbert in 
seiner Arbeit ,,0ber Diophantische Gleichungen“ (Géttinger Nachrichten, 
Jahrgang 1897, S. 53) als erster auf die interessante Tatsache hingewiesen 
hat, daB die Zerlegbarkeit eines Polynoms in bezug auf alle Primzahl- 
Moduln noch nicht die Reduzibilitét desselben im algebraischen Sinne 


des Wortes zur Folge hat. Es gelang ihm nimlich von dem im natiir- 
lichen Rationalitatsbereiche irreduziblen Polynom 


F(z) = 2*+ 132*+ 81 


: . : i. : +. j . 
5 31 5° — 81 —5 31 —5 —3l 
= (242+ §) (2-2 ef) (9 <P EH (2+ 7) 


nachzuweisen, daB dieses fiir jeden Primzahl-Modul in zwei ganzzahlige 
quadratische Faktoren zerfallt. Die Zerlegbarkeit fiir jeden Primzahl- 
Modul hat demnach im allgemeinen die algebraische Zerlegbarkeit noch 
nicht zur Folge. In dem Grenzfalle jedoch, m welchem die Spaltung des 
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Polynoms fiir alle Primzahl-Moduln in Faktoren ersten Grades nachge- 
wiesen werden kann, ist dies schon hinreichend dafiir, daB dieses Polynom 
im natiirlichen Rationalitaétebereiche auch im algebraischen Sinne in Fak- 
toren ersten Grades zerfallt. 


Polynome ersten und tweiten Grades. 
Es sei die folgende vereinfachende Bemerkung vorangesetzt: 
Hat die Kongruenz 
F(z)=a,2"+a,2*-'+...+4,_,2+a,=0(mod p) 
fiir jeden Primzahl-Modul n Wurzeln, so ist a, = + 1. 


Ware namlich a, von +1 verschieden, so besiBe a, wenigstens 
einen Primteiler g und fiir diesen hatte die Kongruenz 


F(z) = 0 (mod gq) 
entgegen der gemachten Voraussetzung héchstens n — 1 Wurzeln. 


Fiir Polynome ersten Grades ist durch diese Bemerkung der Beweis 
unserer Behauptung erledigt. 


Es sei nun die Kongruenz 
F (xz) = z*+a,2+ a, = 0 (mod p) 


gegeben, die fiir jeden Primzahl-Modul p zwei Wurzeln besitzt, alsdann 
kann dies auch von der Kongruenz 


(22+a,)*= a? — 4a,= D(mod p) 
oder von der Kongruenz 
y* = D(mod p) 


behauptet werden. Demnach besteht fiir alle ungeraden zu D teiler- 
fremden Primzahlen p die Gleichung 


p-i 
~~ 
(1) (F)=D = 1 (mod p) 
Ist nun D von +1 verschieden, so sei 
D = + 2° pt pe... per gh gf... gf 
[p= g;=1 (mod2); #—1,2,...,7; f=1,2,...,8] 
die Zerlegung von D in Primfaktoren, worin die Exponenten 


Gh, Uy, +++, @, 


B,, Bay +++ B, 


gerade, die Exponenten 
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ungerade sein mégen. Es kann nun leicht nachgewiesen werden, da die 
Annahme solcher ungerader Exponenten zu einem Widerspruch fiihrt. 


Da namlich 
(2) (0) 
P v 


(8)-("-() 
Pp Pp p/’ 
(B= 1,3,..., 8) (¢=1,2,...,9%) 


ist, so folgte aus (1) das Bestehen der Gleichung 


D pa +22 /a:\ (4\ (4\ 

(2) (*) =(-1) (#) (#)...(&)—1 

fiir alle zu D teilerfremden ungeraden Primzahlen p, wo « fiir gerade wv 

den Wert Null, fiir ungerade « den Wert Eins hat, ferner fiir e’ = 0.1 

zu setzen ist, je nachdem D positiv oder negativ ist. Es kann nun 

leicht die Existenz von unendlich vielen ungeraden und zu D teiler- 

fremden Primzahlen p’ nachgewiesen werden, fiir die die Gleichung (2 

nicht erfillt ist. Es kann namlich die ungerade Primzahl p’ so bestimmt 

werden, da8 

£1, -! ‘ 

(-1) * * =41, (&)=-1, (%)=(S)=...=(%)=41 
\p Pp / \p / 

und somit 


sei. 
Es bestehen namlich die Gleichungen: 


any — 
-? rw fed. 


dg PES etek 
(3)-(@)--1 
(%) — (2) — 14 (k= 2,3,...,8), 
Pp \Ge / 


falls die ungerade Primzahl p’ das System folgender Kongruenzen be- 

friedigt : 

(3) 2z=1(mod8), z=o,(modgq,), zo, (modg,), ..., x ~~ 9, (modgq,), 

wobei og, irgendein quadratischer Nichtrest von g,, 0,,0,,---,@, aber 

irgendwelche quadratische Reste der resp. Primzahlen q,,q,,...,q, sind. 
Die Lésungen des Systems (3) ergeben sich aus der Formel 


4,-1 


(4) w = (9, de ---G.) +d, (8Gs- ++ Gi-s Gesr-+°G) 
#=1 


+ (8915 Gas - ++ q,) &. 
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Die sich aus (4) ergebenden Zahlen bilden eine arithmetische Progression, 
deren Anfangsglied 


e = 
(Gs Ge +++.) +O (BQ Ga Gra Gg 


zur Differenz 8g, g,...q, teilerfremd ist, demnach sind in dieser Pro- 
gression unendlich viele Primzahlen enthalten. Ist p’ eine derselben, die 
gréBer als der gréBte Primteiler von D ist, so ist fiir diese 


(2) =—1. 


Demnach gibt es in der Primfaktoren-Zerlegung von D keine in un- 
gerader Potenz auftretenden ungeraden Primzahlen. 
Nach (2) ist nun fir alle in D nicht enthaltenen Primzahlen der 


Form 8k+ 5 p 
(>) =(—1)‘=1, 


also e=0, d.h. auch die Primzahl 2 geht in D zu garader Potenz auf. 
Es ist demnach 


a 
@, r@ 


> 2-9 
D=+ (2° Pp, : p; ) =+ 4". 
Nun kann leicht gezeigt werden, daB von den beiden Vorzeichen nur 
das positive zulassig ist. Denn angenommen, daB 
D=— A’ 


sei, wiirde fiir jede Primzahl p” von der Form 4k +3, die in D nicht 
enthalten ist, im Gegensatze zur Gleichung (1) 


(2) = (GAG) =—1 


sein, 
Es ist daher 
D=+ 24", 
folglich 
i —a,+4\/ hina ee a 


und somit F(z) als das Produkt zweier ganzzahliger Faktoren ersten 
Grades dargestellt. 


Polynome n-ten Grades. 
Es soll nun ganz allgemein der nachfolgende Satz bewiesen werden: 
Hat die ganzzahlige Kongruenz 


F(z) =a,2"+a,2*-'+...+a,_,2-+4,= 0 (mod p) 
Mathematische Annalen. 87. 6 
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fiir jeden Primzahl-Modul genau n Wurzeln, so sind auch alle Wurzeln 
der algebraischen Gleichung 

F(z) =a,2"+a,2""'2+...+a,,27+4,=0 
ganze rationale Zahlen. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem nach- 
folgenden merkwiirdigen Theorem, das L. Kronecker in seiner Abhand- 
lung ,,Ober die Irreduzibilitét von Gleichungen“ (Monatsberichte der 
Kéniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 
1878, 8.95) mitgeteilt hat. Dasselbe lautet: 


»tet F(x) eine ganzzahlige Funktion von x und bedeutet rv, in der 
auf alle Primzahlen p ausgedehnien Summe 


> Pp” 


die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Wurzeln der Kongruenz 
F(x)=0 (mod p), so wird der Grenzwert jener Rethe fiir unendlich kleine 
positive Werte von w proportional log . und zwar gleich log = multi- 
pliziert mit der Anzahl der irreduziblen Faktoren von F (z).“ 

Dieser Satz kann auch durch die folgende Formel ausgedriickt werden: 


; Sy. p-1-# 
(I) in Oe ley 
w=0 


> 
log — 
c 


wobei durch » die Anzahl der irreduziblen Faktoren von F(z) im natiir- 
lichen Rationalitatebereich bezeichnet wurde. 
Wird nun diese Formel (I) auf das Polynom ersten Grades 
P(xz)=2e+k 
angewendet, so ist » = 1, und da die Kongruenz 
®(z)— 2+ k=0 (mod p) 
fiir jeden Primzahl-Modul p genau eine Wurzel hat, so ist fiir jede Prim- 
zahl p »,=1, somit ergibt die Formel (I) die Gleichung 


(II) lim = —— ==], 


Besitzt nun die Kongruenz 


F(z)=a,2"+ a,2*-!+...+4,.,2+4,= 0 (mod p) 


fiir jeden Primzahl- Modul p genau n Wurzeln, so ist vy =n fiir jede 
Primzahl p. 
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Die Formel (I) gestaltet sich in diesem Falle daher folgendermaBen 


und da der Ausdruck in der Klammer wegen (II) gleich 1 ist, so er- 
gibt sich schlieBlich 


y=, 


das heiBt, daB das Polynom n-ten Grades F(z) im natiirlichen Rationali- 
tatsbereich genau mn irreduzible Faktoren besitzt; dieselben sind daher 
ersten Grades und iiberdies ganzzahlig, da der Koeffizient von x” gleich 
+1 und die anderen Koeffizienten von F(z) ganze rationale Zahlen sind. 

SchlieBlich mége hier noch eines Satzes gedacht werden, der sich 
aus Kroneckers Theorem unmittelbar ergibt. Dieser Satz lautet: 

Ist F(x) irreduzibel, so gibt es stets unendlich viele Primzahlen p 
von der Beschaffenheit, daB die Kongruenz 


F(a) = 0 (mod p) 
wenigstens eine reelle Wurzel besitzt. 
Ware namlich », nur fiir eine endliche Anzahl von Primzahlen p 


von Null verschieden, so wiirde im Widerspruch zu Kroneckers Satz 


y —i-w 
ie a? 
w=-0 





log — 
ey 
sein. 


Budapest, den 8. Januar 1922. 


(Eingegangen am 16. 1. 1922.) 
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Einige elementare Funktionen, welche sich in eine 
trigonometrische, aber nicht Fouriersche Reihe 
entwickeln lassen. 

Von 
Oskar Perron in Heidelberg. 


$1. 

Wahrend die Begriffe ,,trigonometrische“ und ,,Fouriersche“ Reihe 

friiher gleichbedeutend waren, faBt man heute nach dem Vorgang des 

Herrn Lebesgue den Begriff der Fourierschen Reihe wesentlich enger. 
Eine trigonometrische Reihe 


* 


1 7 ‘ 
a s (a, cosnz+6, sinnz 


ue 
a= 


hei®t Fouriersche Reihe der Funktion f(z, wenn f(z) von 0 bis 22 im 
Lebesgueschen Sinne integrierbar’) ist, und die Koeffizienten a,, 5, die 
folgenden Werte haben: 


a. t { flx) cos meds (n =0,1,2,...), 
0 


b,, ffx) sin nidz (w= 1,2,3,...). 
0 


Die Lebesguesche Integrierbarkeit involviert immer auch die absolute 
Integrierbarkeit. Ist f(x) nicht mehr im Lebesgueschen Sinne integrier- 
bar, so kann es immerhin sein, daB die obigen Integrale in einem andern, 
etwa im Harnackschen, Sinne existieren; dann bezeichnet Herr Lebesgue 
die Reihe als ,,verallgemeinerte Fouriersche Reihe“. 


') .Summierbar“ nach Lebesguescher Terminologie, falls f(x) nicht beschrankt ist. 
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Fiir eine trigonometrische nicht Fouriersche Reihe hat Herr Fatou 
das Beispiel angegeben*): 


((2)= Sion 
n=2 


Obwohl diese Reihe an Ejinfachheit nichts zu wiinschen JaBt, so ist doch 
f(a) keine elementare Funktion, und auBerdem sagt Herr Fatou zum Be- 
weis nur: ,,Man sieht leicht, daB das unbestimmte Integral 


J f(x)dx —— Dic nz 


n log a 


fiir z—+0) keinem endlichen Grenzwert zustrebt“. Ob man das _ wirklich 
ganz so leicht sieht, médchte ich bezweifeln. Herr Lebesgue, der das 
Fatousche Beispiel iibernommen hat, gibt einen andern Beweis, der aber 
die Méglichkeit offen laBt, daB die Reihe vielleicht eine ,,verallgemeinerte“‘ 
Fouriersche ist*). Daher diirften die folgenden elementaren Beispiele 
vielleicht nicht ohne Interesse sein; auch auf die Fatousche Reihe wird 
nebenbei einiges Licht fallen 


§ 2 


Hilfssatz. Die Koeffizienten c, der Potenzreihe 


x 
—z 
eas . n 
1 —z) log(1—z) Dut 
a= 


sind positiv und nehmen monoton nach Null ab. 


Beweis. Zur Berechnung von c, hat man die Identitit 


2 ” / Zz g* 
L+2+2°+... = (G+ 6,2+¢,2° +...)\14 > yo tess)> 
aus der sich die Rekursionsforme) ergibt: 
‘n Ca ai Cy ( » 
es a ee , =), 1,2,...). 
(1) i - a Pore l (n » 1, ) 
Man berechnet hieraus leicht: 
1 5 3 251 9h 
q®=1, ¢= o af a= ep C, = 759° C,= Sayre 


Setzt man in (1) m+ 1 an Stelle von n und subtrahiert die entstehende 
Gleichung von (1), so folgt: 


‘ 1 l 1 1 *_ 
(2) eas (¥— a) +(e —g) Oat + (i age) 
(9 = 0, 1, 2,...) 


*) Fatou, Sur le développement en série tr'gonométrique des fonctions non inté- 
grables. Comptes rendus hebd. de |’Acad. des sciences 142 (1906), S. 765-767. 
*) H. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriyues. Paris 1906. 8. 124. 
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Daraus schliebt man, da c, positiv ist, sofort durch vollstandige Induktion, 
daB alle c, positiv sind. Gleichung (2) la8t sich auch in der Form schreiben: 





l . 1 C 
G, ~&, pty (Cn-1 — Oy) +--+» FTG (Co — = SSS 
oder, indem man c¢, —C, +, =d,, sett, 
1 1 1 c 
2 4 + | — — —"_ —_ 2 
(3) d@,+54,-,- 7 %,-2-+--- +d, a4 (xn =0,1,2,...). 


Schreibt man hier wieder n+ 1 statt m und subtrahiert von der ent- 


stehenden Gleichung die mit 5 multiplizierte Gleichung (3), so ergibt sich : 


‘n+2 1\ f/ln+2 1\ ( 1 n+2 1 
- +. | — —— - +...+(——————— — . 
d d 7 he a u+iln+3 33) ad 





eta \n+3 0 2/8 2n+3 ; 


Die KlammergréBen sind positiv, und da auch d,—c, —c, +4 positiv 
ist, so schlieBt man wieder sofort durch vollstandige Induktion, daB alle 
d, positiv sind, also: 


C.— Cai, =G,>0 oder co. >c 


n n n an?+1i* 
Nachdem die c, somit als positiv und monoton abnehmend erkannt 
sind, folgt aus (1): 


{ ! SS 
é6\l-+stryzt---t+ —<_*. 


n+1/ 





also gewi8 lim c, =, womit der Beweis des Hilfssatzes beendet ist. 
§ 3. 

Aus dem Hilfssatz folgt‘), daB die dortige Reihe auf dem ganzen 
Einheitskreis auBer im Punkt z—1 konvergiert, und zwar gleichmaBig 
auf jedem abgeschlossenen Bogen, der den Punkt 1 nicht enthalt. Das- 
selbe gilt daher auch von der Reihe 


— 2? tt * 
a n+p 
(1—z) log (1 —z) > n* J 


n=0 


wenn p irgendeine ganze Zahl bedeutet. Setzt man also z= e**, so er- 
halt man: 


zx 





a i(p+i)z _s t(pt+hz 

So efint ple a — = — +: 
ho " tz LF 7 9 -2 
n=0 (1 —e'") log (1 —e™) 2 sin = | log 2 sin 54 i <5 >| 


*) Wie man bekanntlich durch Abelsche Summation beweist. Man vgl. z. B. 
K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlicher Reihen (Berlin, Springer, 1922) 
8. 308, wo die Konvergenz des reellen und imaginaren Teiles getrennt gezeigt wird. 
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wobei der log 2 sin 5 reell ist, wenn x zwischen ( und 22 liegt. Durch 


Trennung des reellen vom imaginaren Teil ergibt sich: 


sin ( +5) eI 2 ein 5 —*—* cos ( ta)e 
Mik A tse CE he 


tein 5 | (log 2uin 5) + (25%) | 


(0<2<2z), 





(4) D’c,cos(n+ p)a— 
n=0 





° — cos (p +5) #-log 2 sin = —2—* sin (p+—-) 2 
4’ ° : . \ 2 2 2 2 
d'c, sin (n+ p)2 = 


2 2 
re ‘i z—x 
ane 2 sin > (log 2 sin =) + (=5*) 


(0<2<2z). 

Von diesen zwei trigonometrischen Reihen ist die erste zugleich die 
Fourierreihe der durch sie dargestellten Funktion, was uns hier nicht 
interessiert; die zweite aber ist nicht die Fourierreihe, nicht einmal ver- 


allgemeinerte Fourierreihe. Denn sonst miiBte z. B. ihr konstantes Glied, 
also 0, gleich 





2x 
( « 


( ; 5) #-lo Sc | sin ( +4)z 
, — cos |p+> g 2sin->——;— sin |p +5 
2a eT ( , ay, col 

‘ 2cin = | \log Zein > +\-5 | 


sein. Aber dieses Integral existiert in keinem Sinne, da ja offenbar 


2a-4 








dz 





lim | =o, lim |=—c 
e>+0 4+» +0 

e z 
ist. 


Man kann nun leicht noch etwas einfachere Funktionen angeben, die 
dieselbe Eigentiimlichkeit haben. Ersetzt man p in (5) durch — p—1 
und addiert die entstehende Formel zu (5), so erhalt man: 


1 x 

— cos (p ++.) 2-log 2sin = 
eh 2 2 

/— 3 — z—2 
=F (og 2 sin 5) + ( 3 )] 


wobei » alle ganzen Zahlen durchlauft, und die c mit negativem Index 
verschwinden. Also z. B. fir p= 0: 


(6) 





=D (e-» + Crepsi)sinvyz (0O< 2<2z), 





z z 
— cotg — - log 2 sin — x 
(7) 4 =(—¢+¢, +-¢,)sin z+ >’ (6, + 0,41) sinnz 
(log 2 sin 5) + (75°) o— 


(0<#<2z). 
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Eine noch einfachere Funktion ist 


coe (p+) # 
(8) a TE (0<a< 1); 
sin rm - log asin z 
und also insbesondere fiir p = 0: 
cotg ; 
(9) = (0<a<1). 
log a sin | 


Denn die Summe der Funktionen (6) und (8) ist von 0 bis 22 absolut 
integrierbar®) und ist fir 0 <2< 2a gleich ihrer Fourierschen Reihe 
(weil sie z. B. einen endlichen Differentialquotienten hat). Durch Sub- 
traktion ergibt sich dann fiir die Funktion (8) (also speziell auch fiir (9)) 
eine trigonometrische Reihe, die wieder nicht Fourierreihe sein kann, auch 
nicht ,,verallgemeinerte“ Fourierreihe. 


§ 4. 
Es ist fiir'!z' <1 


1 
Tes" fas tde= { Sete ') ado. 


0 a=0 


Daher, wenn c, die friihere Bedeutung hat: 


an f(tr ye 


Hieraus lieBe sich, wie nebenbei bemerkt sei, auch leicht der Hilfssatz 
des §2 neu beweisen. 


Nun ist fir O< esl 
(#21) net (Poco) + PH), 


wo Fce(o) die reziproke Gammafunktion bedeutet, und y,(o) unter einer 
von mn und @ unabhangigen Schranke bleibt‘); also ist 


ea=f(¢t%-")de =f Fe(e)ne-*de +0 (2), 


*) Die Einschrinkung a<1 bei den Funktionen (8) und (9) ist notwendig, 
weil sonst der Nenner log a sin = im Innern des Intervalles (0, 2 «) zwei Nullstellen 
hatte, fiber welche die Funktion nicht hinweg integriert werden kénnte. 

*) Vgl. meine Arbeit: Uber das Verhalten von f (z) fir lim y=0o, wenn f(z) 


einer linearen homogenen Differentialgleichung geniigt. Sitzungsberichte der bayr. 
Akad. d. Wissenschaften; math.-phys. Klasse 1913, 8S. 355—382, speziell S. 358. 
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und durch zweimalige partielle Integration: 


| 





_ 1 Fel) , Fe (0) 1 
" logn (logn)” n(logn)* (log) 


“its + Caan) 
log n (log ») 
Daher wird die trigonometrische Reihe 
(10) >’: =) sinnz = F(z), 


a \on — logn 


die im Intervall («,2%—6) gleichmaBig konvergiert, die Eigenschaft 
haben, da8 ihr Integral 


2x-4 


[P(e ae = 5" (o,— -1.)smae—emes 


log n n 








sich der Grenze 0 nahert, wenn « und 6 unabhingig voneinander nach 
0 wandern. Ehbenso ist 


22-4 
lim L [ F(2) cos nade — 0 (n= 0,1,2,...), 
sie 


s->+0 0 fir n=1, 


b5-»+0 ‘ 


; :f. ’ — fiir n = 2,3,4,... 
lim 1 [F(2) sin nedz — —* 


so daB die Reihe (10) eine (verallgemeinerte) Fouriersche Reihe ist. Da 
wir aber sahen, dab 
> % sin NZ 


keine solche ist, so schlieBt man, daB die Fatousche Reihe 


PY J sin nz 
log » 


auch keine sein kann. 


(Eingegangen am 19. 2. 1922.) 








Tschebyscheffsche Polynome und nichtfortsetzbare 
Potenzreihen. 


Von 


G. Szegé in Berlin. 


Wir betrachten eine geschlossene stetige Kurve C in der komplexen 
z-Ebene, die sich eventuell auch auf einen doppelt zu rechnenden Kurven- 
bogen reduzieren kann. Herr Faber hat die Polynome 


T(z) =o" tee tl (s=0.1,2,...) 


eingefiihrt, welche durch die Minimumeigenschaft ausgezeichnet sind, daB 
das Maximum von |7',(z)| auf der Kurve C kleiner ist, als das Maximum 
des absoluten Betrages von irgendeinem anderen Polynome n-ten Grades 
von der Form 
A(z) = 2* + a,2"°-'+...+4,.") 
Zu jeder Kurve C gehért eine Serie von Polynomen 
Zoli). F,(e), -.-, F(B), «+, 


die durch diese Eigenschaft definiert sind. Sie wurden von Herrn Faber 
als die zu der Kurve C gehérigen Tschebyschefischen Polynome bezeichnet. 
Es sei 

Max | T,(2)|—=1,, 

(C) 


dann lautet der Satz von Faber*) 


(1) lim Vu, = 7, 


so 


wobei y eine durch C vollstandig bestimmte positive Zahl bezeichnet, die 


*) G. Faber, a) Uber Tschebyscheffsche Polynome [Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik 150 (1919), S. 79-106]; b) Potentialtheorie und konforme 
Abbildung [Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der bayerischen 
Akademie der Wissenschaften 1920, S. 49—64, vgl. insbes. § 3 (S. 55—56)). 

*) A. a. O. *) b). : 
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man folgendermaBen gewinnt: Man bilde das AuBere der Kurve C der 
z-Ebene konform und schlicht auf das AuBere eines Kreises mit dem Null- 
punkt als Mittelpunkt ab; die VergréSerung im unendlich fernen Punkt 
sei hierbei gleich 1. Dann ist der Radius dieses Kreises gleich y. 

Ist z. B. C der Einheitskreis, dann ist y—1. Ist ©’ eine Kurve, 
die ganzlich im Innern von C liegt, dann ist die zu C’ gehdrige Kon- 
stante y’ << y. Fiir eine geradlinige Strecke von der Lange / ist y = z usf, 
Die Konstante y andert sich stetig mit der Kurve C. 


Aus dem Faberschen Resultat (1) ergibt sich u. a., daB, wenn y <1 
ist, Polynome von der Form 


G(x) == x” — peli aa me os " 

existieren derart, daB (von einem gewissen n an) die Gleichungen gelten: 
(2) |G, (x)| < 8". 
Hierbei ist x eine beliebige Stelle auf der Kurve C; # bezeichnet eine 
feste positive Zahl, die kleiner als 1 ist. Insbesondere gilt dies fiir 
Kurven C, die ganz im Einheitskreise liegen, ohne mit diesem zusammen- 
zufallen. (Oder fiir Kurven, die sich von solchen geniigend wenig unter- 
scheiden.) Aus (1) ergibt sich iibrigens leicht, daB die Bedingung y < 1 
fiir die Existenz solcher Polynome G,(z) auch notwendig ist. 

Im folgenden wird hauptsichlich ein spezieller Typus von solchen 
Kurven betrachtet, fiir welche man iibrigens die Existenz der Polynome 
G,,(x) auch elementar (d. h. ohne die Beniitzung von Faberschen Satzen) 


beweisen kann*). Kine solche Kurve C(d) definiere ich folgendermaBen: 
Sie besteht aus den beiden Kreisbégen 


1 
lz|= P, Sarexz Sy, 


js|—s+5> Me SarezSy,+2 


und aus den beiden geradlinigen Strecken 


1 


| 1 =] 
ySl2|\S arcz = ,, 


1 
s\|z\s T3> eT = %s- 


| 


(Fig. 1.) Hierbei sind R>1, 0< yo, < 9, < 22 feste Zahlen und 6>0. 
Wird 4 geniigend klein gewahlt, so ist C(5) offenbar von der obigen Be- 
schaffenheit. Man kann also Polynome G,(x) angeben, die die obige Un- 
gleichung (2) erfiillen, wobet 0 von 5 unabhangig ist. 


5) Vgl. a. a. O. 4). 
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In der vorliegenden Arbeit will ich mit Hilfe der zuletzt definierten 
Polynome G, (x) oder anderer Polynome von verwandter Eigenschaft einige 
Satze iiber Potenzreihen beweisen. Es zeigt sich, daB diese Polynome ein 
brauchbares Hilfsmittel liefern, um die Nichtfortsetzbarkeit bzw. andere 
ahnliche Eigenschaften gewisser interessanter Klassen von Potenzreihen zu 
beweisen. 

§ 1 enthalt einen neuen Beweis des Hadamardschen Liickensatzes, bei 
welchem das Wesen unserer Methode besonders scharf hervortritt. In § 2 
beweise ich einen Satz iiber Potenzreihen mit beschrinkten Koeffizienten, 
von welchem ich in § 3 einige Anwendungen gebe. Unter anderem wird 
hier ein Satz bewiesen, der (abgesehen von der vorausgesetzten Beschrankt- 
heit der Koeffizienten) gleichzeitig den Fabryschen Liickensatz und einen 
von mir friiher bewiesenen Satz iiber Potenzreihen mit endlich vielen 
verschiedenen Koeffizienten‘) verallgemeinert. § 4 bringt einen neuen Be- 
weis fiir einen von Pélya vermuteten und von Carlson bewiesenen Satz 
iiber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten. In § 5 gebe ich einen 
neuen Beweis eines Ostrowskischen Satzes. Darauf folgt zum Schlu8 in 
§ 6 eine kurze Bemerkung iiber Potenzreihen, deren geeignet gewahlte Ab- 
schnitte iiber den Konvergenzkreis hinaus beschrinkt bleiben (bzw. kon- 
vergieren ). 


Inhalt. 


§ 1. Neuer Beweis des Hadamardschen Liickensatzes. 

§ 2. Uber Potenzreihen mit beschrinkten Koeffizienten. 

§ 3. Anwendungen. 

§ 4. Neuer Beweis eines Pélya-Carlsonschen Satzes. 

§ 5. Neuer Beweis eines Ostrowskischen Satzes. 

§ 6. Uber Potenzreihen, deren einzelne Abschnittsfolgen 
iiber den Konvergenzkreis hinaus konvergieren. 


§ 1. 
Neuer Beweis des Hadamardschen Liickensatzes. 
Der Hadamardsche Liickensatz lautet: 


Es se 


f(2) = D'am,2"" 


*) Vgl. meine Note: Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffi- 
zienten (Sitzungsberichte der preuBiechen Akademie der Wissenschaften 1922, 8. 88—91). 
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eine Potenzrethe mit dem Konvergenzradius 1 und sei 


lim inf — 
r>« r—-1 


dann ist sie nicht tiber den Hinheitskreis fortsetzbar *). 
Vorbemerkung. Man kann fiir alle » 





>t, 


m, — M,-, > Em, (e>0) 


setzen. Es geniigt ferner zu beweisen, da8 aus der vorausgesetzten Existenz 
einer regulaéren Stelle am Einheitskreise, 


m, 
lim sup V |@», |< 1 


folgt. 


Beweis. Es sei f(z) regular im Innern und auf der Kurve I'(d), 
bestehend aus den Kreisbégen 


\2|=R, FP, Sarez<@,, 
izj=1—4, 9 Sarzsgy,+2a 
und aus den geradlinigen Strecken 
1—d<|z|<R, arcs= 9; 
1—éd<s|z\sR, arcz = @,. 
(Fig. 2.) Hierbei sind R>1, 0S y, < y, < 22 feste Zahlen und 6 >0 





beliebig klein. Man wahle 4, so klein, daB die Kurve I'(6) fiir 6 < 6, 
durch die Transformation 


1 
t= — 
Zz 


in eine Kurve C(d) von der in der Einleitung definierten Beschaffenheit 
iibergehe. Es gibt dann Polynome 
(nm) 


6.()-at3 


z z g*~* 





+...+¢ 9, 





5) Vgl. etwa E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funktionentheorie. Berlin 1916 (J. Springer), 8. 73. 
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fiir welche (von einem gewissen n an) 
(2") @, (+)| <0" 
ist, wenn z auf I"(d) liegt. Hierbei bezeichnet # eine feste (von 4 un- 


abhingige) positive Zahl, die kleiner als 1 ist. 


Es gilt nun nach Cauchy die Formel 
aS f(z) 
Om, = Fai) —m,+i 2% 
ra) Zz 


d. h. wegen des Vorhandenseins der Liicken 





ae 
Gn, = 5 


xt 


1 a B A 
—_ - — <b =H... 4}. ———— 
{rie mesa " @,; ° mes *°°* 5 ara) 4s, 
ra) Zz Zz z z 


wobei «a, 8,..., 4 beliebige Konstanten sind. Also 
=e. oe 
an, = tat | mate @ +) dz, 


I'(@) 





wo Q(z) ein beliebiges Polynom (m, — m,_, —1)-ten Grades und mit 
dem héchsten Koeffizient 1 bezeichnet. Man setze nun 
{1 f1\ 
Q (2) and Ga,-m,_,-1 \>/ ’ 
dann folgt aus (2’) 


an, < C, . => ~— gpa" < 4 ™ ° 
(i—é) "" (a—8)™ 
wobei M(é) das Maximum von |/f(z)| auf I°(4) bezeichnet. Daraus fol- 
gert man 
. m, 6° 
lim sup V|a,, | < ——~, 
">@ yv'=1)-—4 


und da dies fiir alle 6 > 0 gilt, 


lim sup Vian, | <b <1; 
w. z. b. w. sles 


Bemerkung. Ist 
lim Vj@,,|=1, 
dann folgt die Nichtfortsetzbarkeit der Potenzreihe 
f(z) = 2 an,2™ 
v=1 


*) Im folgenden bezeichnen ¢,, ¢,, ¢,,... von »-bzw. von n unabhingige positive 
Konstanten. 
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schon unter der Bedingung 
lim sup —” >i. 4 


‘->@ v—i 


In der Tat geniigt es, dann den obigen Schlu8 fiir geeignet gewiahlte 
» zu wiederholen. 


§ 2. 
Uber Potenzreihen mit beschrinkten Koeffizienten. 
In diesem Paragraphen beweise ich den folgenden 
Satz 1. Besttzt eine Potenzrethe 
f(z) =a,+a,2+...+a,2"+... 
mit beschrankten Koeffizienten wenigstens eine reguldre Stelle am Rande 
des Einheitskreises, dann haben ihre Koeffizienten die folgende Higenschaft: 
Zu jeder positiven Zahl « gehdren eine ganze Zahl q und Konstanten 


Yo> Ya> ees Ye-1 


derart, daB 
YoOn + ¥iGn+a +--+ + %e-1On+q-1 + Gntei| <ce (m=O, 1, 2,...) 
wird. D.h. die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von 
(1+ 7-12 +---- + 702") f(z) 
sind vom q-ten an absolut kleiner als «. 


Es sei f(z) regular in einem Bereiche, begrenzt von einer solchen 
Kurve (4d), wie sie im vorigen Paragraphen definiert wurden. Dann 
gibt es Polynome von der Form 


1 
\z 


“ Ys = 
)=rth+...+ E+, 


@ 


die absolut genommen beliebig klein sind, wenn z auf I'(d) liegt. 
Der weitere Beweis von Satz 1 stiitzt sich auf den folgenden 
Hilfssatz. Hes set 


f(z) =a,+a,z2+...+a,2"+... 


eine Potenzrethe mit beschrdnkten Koeffizienten und die durch sie dar- 
gestellte Funktion sei regular in dem vorhin definierien Bereiche, dessen 
Begrenzung die Kurve I'(5) ist. Dann ist 


*) Solche Potenzreihen werden in §5 behandelt. Sie sind (wenn man beliebige 
Koeffizienten zulaBt) weder spezieller, noch allgemeiner, als die Potenzreihen, die der 
Fabryschen Liickenbedingung (vgl. § 3) geniigen. 
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f(#)—%-s(2) _ f(2)—(@ +a,2+ ..+4,_,2"~") 
gti = "ti 


beschrankt fiir alle n und zwar gleichmafig, wenn z auf I'(d) liegt. 
Der Beweis dieses Hilfssatzes findet sich im wesentlichen bei Herrn 
M. Riesz*). 
Satz 1 wird nun folgendermaBen bewiesen: Es sei in I'(d) 


| £(2) — #n—1(4) 








dann wahle man Q(4) derart, da& 


sei. Man hat alsdann 
YoFn + Y¥1On+1 + eee + Yq-19n+¢-1 + On+g¢ 
fe) oo 7 — oe - 





Oxi zt 2¢-1 » 
r@) 
a f(z) A ae (t)a 
: ao f2.0(z) 553 =Q 
ra* rd) 
d. h 
: ,. MilaA/l\| : 
YoOn + ¥14n+1 Tt - ++ > Yq—1On+q-1 + Onig| < ‘ Q i=) dz| <e, 
rid) 
w. z. b. w. 
§ 3. 
Anwendungen. 


1. In meiner Note ,,Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen 
Koeffizienten“*) habe ich mit Hilfe von Satz 1 den folgenden Satz: bewiesen: 


Satz 2. He se 
f(z) =a,+a,2+...+a,2"+... 


eine Potenzrethe, unter deren Koeffizienten nur endlich viele voneinander 
verschieden sind. Entweder stellt sie dann eine rationale Funktion dar. 
oder sie ist nicht iiber den Einheitskreis fortsetzbar. 


*) Satze iiber Potenzreihen [Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik 11 (1916) 
Nr. 12, S.1—16], 8.3; vgl. auch: Neuer Beweis eines Fatouschen Satzes [ Nachrichten 
der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch - physikalische 
Klasse 1916, 8S. 62—65]. Siehe auch a.a.0.°), S. 66. 

» Aa 0.4). 
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Im ersten Falle sind die Koeffizienten a, (von einem gewissen an) 
periodisch, also f(z) von der Form 


f(z) = 


wobei P(z) ein Polynom bezeichnet. 

Der Beweis dieses Satzes stiitzte sich auf einen Hilfssatz, den ich 
hier gleich etwas allgemeiner formulieren will: 

Hilfssatz. Besitet die Potenzrethe 

f(z) =a,+a,2+...+a,2"4+... 

mit beschrdnkten Koeffizienten mindestens eine reguldre Stelle am Rande 
des Einheitskreises, dann haben thre Koeffizienten a, folgende Eigenschaft: 

Es seien d,,d,,...,d, gewisse Zahlen; es gibt dann eine Zahl q 
von folgenden Eigenschajten: 

Sobald die Zahlen 


P(z) 


1—s*’ 


aa; Qa as ***s Ga+q—1> Gags an, Gg+is *e*, @g+q—-1> Asie 
zu den Zahlen d, (1 »<k) gehdren und 
a. = as, Qa+s = g+1; eres Ga+q-1 = Ogig-1 
ist, dann hat man notwendigerweise G.+_ = +9. 
In der Tat sei etwa d>O die kleinste Entfernung der Zahlen d, 
voneinander, d. h. 
d = Min|d, — d,| 

fiir alle voneinander verschiedenen « und » (u,»=—1,2,...,%). Man 

- : d . : 
wahle in Satz 1 (§ 2) e¢= 7 dann ist (wenn g und 7, y,,...,7,-, die 
zu e gehdrigen GréBen bezeichnen) 


Bate — Bp+q| =| Gare + Ye-1Gat—-1 +--+ + YoGa 
— (Gpsq + %e-1834¢-1 + --- + ¥0s)|< e+e=d, 
d. h. Gusg = Gpeq, W- 2. bd. w. 
Auf Grund dieses Hilfssatzes will ich nun einen Satz beweisen, der 
Satz 2 als Spezialfall enthalt. 
2. Satz 3. Es seien d,,d,,...,d, gewisse k Zahlen. Man bezeichne 
mit N(m) die Anzahl der Koeffizienten a, einer Potenzrethe 
f(z) =a,+a,2+...+a,2"+... 
mit beschrankten Koeffizienten, fiir welche n < m ist und die von samt- 
lichen d, (1S »<k) verachieden sind. Es sei ferner 
lim ce)... 0. 
m> x 
Mathematische Annalen. 87. 7 
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Dann stellt diese Potenzrethe eine eindeutige Funktion dar, deren Existenz- 
bereich durch einen Kreis |z| =r >1 begrenzt ist; die singuldren Punkte 
im Existenzbereiche, wenn solche iiberhaupt vorhanden sind, sind einfache 
Pole, die in Einheitswurzeln liegen. Der duferste Fall r =o ist so zu 
verstehen, daB die Funktion meromorph (eventuell rational) ist'®). 
Es sei 
y(z)=b,+6,2+...+b,2"+... 


eine Potenzreihe mit der folgenden Eigenschaft: Die Anzahl N(m) der 
Koeffizienten 6,, fiix welche » <m ist und die von 0 verschieden sind, 
erfiillt die Bedingung 

lim “(™) _ 9, 
Solche Potenzreihen @(z) will ich als ,,Fabrysche Reihen“ bezeichnen. In 
der Tat ist die letzte Bedingung mit der Fabryschen Liickenbedingung 


identisch, da man eine solche Potenzreihe stets in der Form 


(2) = >be, 2™ lim ™* — oo) 
v=1 ze 
schreiben kann. Sie ist bekanntlich nicht fortsetzbar iiber ihren Kon- 
vergenzkreis hinaus (Fabryscher Liickensatz)**). 

Daraus ist ersichtlich, daB eine Potenzreihe f(z) von der in Satz 3 
genannten Beschaffenheit stets die Summe einer Fabryschen Reihe und 
einer mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten ist. Satz 3 enthalt 
somit (bis auf die Bedingung der Beschranktheit der Koeffizienten) auch 
den Fabryschen Liickensatz. 

Um nun zum Beweis iiberzugehen, nehmen wir an, da8 sich am Ein- 
heitskreis eine regulare Stelle von f(z) befindet; dann zeige ich die Existenz 


1) Diese Formulierung von Satz 3 verdanke ich Herrn G, Pélya, der mir den- 
selben (sogar den allgemeineren, in welchem die Koeffizienten nicht beschrinkt zu 
sein brauchen, den ich leider nicht beweisen konnte) vermutungsweise mitgeteilt hat. 
Vgl. auch F. Carlson, Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten 
[Mathematische Annalen 79 (1919), S. 237—245], wo iiber Potenzreihen vom ge- 
nannten Typus (mit beliebigen Koeffizienten) einige bemerkenswerte Theoreme be- 
wiesen werden. 

4) Sur les points singuliers d'une fonction donnée par son développement en série 
et l’impossibilité du prolongement analytique dans des cas trés généraux [ Annales 
Scientifiques de l'Ecole Normale Supérieure (3) 18 (1896), 8. 367—399], S. 381-382; 
Sur les séries de Taylor qui ont une infinité de points singuliers [Acta Mathematica 
22 (1899), S.65—87], S. 86. Vgl. auch F. Carlson und E. Landau, Neuer Beweis und 
Verallgemeinerungen des Fabryschen Liickensatzes [Nachrichten der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-physikalische Klasse 1921, S. 184—188}, 
O. Sz4sz, Uber Singularitaéten von Potenzreihen und Dirichletsche Reiher am Rande 
des Konvergenzbereiches {Mathematische Annalen 85 (1922), S. 99—110). 
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eines Polynoms P(z), dessen Wurzeln lauter Einheitswurzeln sind, von 
der Eigenschaft, da8 


P(z) f(z) 
eine Fabrysche Reihe ist. 


Wir zerlegen zu diesem Zwecke die Potenzreihe f(z) folgendermaBen. 
Es sei 


Mw x 


f(z)= 


[an,2"" + g,(2)], 


" 
~ 


, 


wobei 


i. 
lim — = co 


>= Y 


ist und fiir die Koeffizienten von 
Y (2) = Gn, + 2” " +..-+ a. 


nur die Werte d,,d,,...,d, zulassig sind. Laut Voraussetzung kénnen 
wir dann die Zahl g von der im obigen Hilfssatz besagten Eigenschaft 
bestimmen. Ich behaupte, dab 

K 


P (z)= JJ (1-2*) (k° = K) 
das gewiinschte leistet. a 


Es sei zunichst die Anzahl der Glieder von g,(z), d. h. 
M4, —m, —-1> K+ q. 


Da sich aus k Elementen K verschiedene g-gliedrige Gruppen bilden lassen, 
so gibt es zwei Zahlen a, # derart, daB 


m+loa<fpicm,+K+1 


und 


Ga = Og, Dar. = B4r, - ++» Watq—-1 = Utg-s 


ist. (Man hat hier 6+q—l1im,+K+q<m,,,—1.) Daraus folgt 
durch sukzessive Anwendung des obigen Hilfssatzes 


Om = Omif—a [eomcm,,,—1 — (B — «)] 
oder 
Oy = Oh =A gh =---=Qin (A= fP—a; eSrSfp—1). 


Hierbei ist ¢ die gréBte ganze Zahl, fiir welche 


r+th<oim,,,—1 


ist, d. h. 


7* 
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Daraus ergibt sich 


(1 —24)g,(2)=(1 — 2*) (an 4.27" +... +._,27") 


p-t 
+ > a,2"(1 til a*tu4), a) 
d. h. ein Polynom mit héchstens 
2(«¢—1—m,)+2(f —a)=2(f —1—m,)< 2K 
Gliedern. Nun enthalt das Polynom 


K 
(i-2*) 
L=1 


P(z) _ i= 
1—2z‘ 1—2* 





héchstens 2“~' Glieder. Daraus folgt, daB das Produkt 
P(z) gp (2) 
héchstens 2“ K Glieder aufweist. 


Es sei andererseits die Anzahl der Glieder von g,(z), d. h. 


M4, — m, —1< K +q. 


Dann enthalt das letzte Produkt héchstens 2“ (K + q—1)Glieder. Jeden- 
falls kénnen wir also behaupten, daB das Produkt 


P(z) >) [am,2"* + 9s(2)] 
héchstens 
2*¥+4+2*(K+q—1)=2*(¥+K+q-—1) 
Glieder hat. 
Es sei nun 
m, Lm <m,,, 


und man bezeichne mit N*(m) die Anzahl der von © verschiedenen 
Glieder von 

P(2) f(z), 
deren Index <m ist. Da solche Glieder nur durch den Teil 


P(z) 3’ [am,2™'+9,(2)] 


s=1 


geliefert werden kénnen, hat man 


N*(m)<2*(v+K+q—1); 


**) Ist «= m,+ 1,80 fehlt rechter Hand das erste Glied. | 
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also ist 
N*(m) > oev+K+q—1 
Mm) < gett hia 
d. h. 
. 
lim a im) 0; 
neo 


w. z. b. w. *) 
3. Satz 4. Hes seien die Koeffizienten der Potenzreihe 
f(z) =a, +a,2+...+a,2"+... 


beschrankt, und sie médgen nur endlich viele Haufungsstellen haben, die 
sdmtlich endlich sind. D.h. 


f(z)=9(z)+h(2), 
wobei unter den Koeffizienten von g(z) nur endlich viele voneinander 
verschieden sind, wahrend die von h(z) gegen Null konvergieren. Lapt 
sich dann f(z) tiber den Hinhettskreis fortsetzen, so sind die Koeffizienten 
von g(z) (von einem gewissen an) periodisch, d. h. 


P(z) 
(z)=——, 
g(z) ath 


wobei P(z) ein Polynom iat. 
Es sei 


g ( z) =)’ In 2” ’ 
a=0 
wobei die Koeffizienten g, nur endlich vieler Werte fahig sind. Dann ist 


@,.=9, + & (lim e, = 0), 


also nach Satz 1 


| ¥oGn + 7190+: FH +e+  %q-1Inte-1 + Gore! 
<e+|7o| |e.| +171 lenta| +++» + [%e-1| | ente—al + lense] < 2e, 


wenn n geniigend groB ist. Daraus ergibt sich aber genau so wie a. a. O. *) 


(vgl. auch den Hilfssatz im Abschnitt 1 dieses Paragraphen), daB die g, 
periodisch sind, w. z. b. w. 


13) Man kénnte fiir P(z) statt 
4 
I[(1—2*) 
A=1 


auch den folgenden Ausdruck wablen: 
1—s*'. 

Dann ergibt sich ein etwas schirfores Resultat als im Texte. Es stellt sich nimlich 

heraus, da8 z= 1 héchstens ein Pol erster Ordnung ist. [ Bemerkung von Herrn G. Pélya. | 
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4. Satz 5. Die Koeffizienten einer Potenzreihe 
f(z) =a, +a,2+...+4,2*+... 
mégen nur endlich viele verschiedene Werte d,,d,,...,d, annehmen, 
mit Ausnahme einer Folge 
Bay, Bugs - + +> Gn,y +s 


von Koeffizienten, die den folgenden Bedingungen unterworfen sind: 
a) lim sup (n, — n,_,) = 00. 


ro 


b) Sie sind beschrankt. 


c) Sie haben von den Zahlen d, (x =1,2,..., &) eine von 0 ver- 
schiedene untere Entfernung. 


Dann ist f(z) nicht tiber den Einheitskreis fortsetzbar. 
Es ist namlich nach Satz 1 


YoOn + ¥1Gn+1 + +--+ %e-1Ontq-1 + Gntg|<e (nm =0, 1, 2,...), 


wobei « eine beliebige kleine positive Zahl ist und y,, y,,..., 7g, passend 
gewahlte Konstanten bezeichnen. Es sei » ein solcher Index, daf 
n, —”,-, >K+q-+1 sei, wobei K =k" die Anzahl der q-gliedrigen 
Zahlengruppen, die sich aus den Zahlen d, (x=1,2,...,%) gebildet 
werden kénnen, bezeichnet. Dann gibt es zwei Zahlen a, 8, fiir welche 
m ,+lse«<fen_,+K+2 
ist, derart, da8 
Ga = 2p, Baty = Opti, +++, Aatq—1 = Og+¢q-1- 


(Vgl. den Beweis von Satz 3.) Durch sukzessive Anweridung des Kunst- 
griffes, der beim Beweis des Hilfssatzes in Abschnitt 1 dieses Paragraphen 
angewendet wurde, ergibt sich 


Qn=Gn¢p-0  («#lnin,—f+a—1) 
und 


| Qn, — Gn,-g-a)| < 2e. 
Da aber « beliebig klein ist, so widerspricht dies der Bedingung c). 
5. Satz 6. Ee sei 
f(z) =a, +a,2+...+4,2*+... 
eine Potenzrethe, deren Koeffizienten die Bedingung 
a, = 0(n) 
erfiillen, jedoch mit Ausnahme einer unendlichen Folge 


Bn,» Bags +++, Bp,y o- 
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von Koeffizienten, fiir welche 


a) lim sup (n, — n,_,) = 00, 
7?>o 


a, 








b) g< <c, 
gilt. Dann ist f(z) nicht tiber den Hinheitskreis fortsetzbar. 
Man betrachte die Potenzreihe 


n=1 
mit beschrankten Koeffizienten, die gleichzeitig mit f(z) fortsetzbar ist oder 


nicht. Laut Satz 1 hat man, wenn e beliebig klein ist und yp, y,, 


“<> Yq- 1 
passend gewahlite Zahlen bezeichnen, 





a, Gas Anig—1 Gn +g | 
Yom tM gqi tet Me ‘etq—1t w+q| ~* 


Daraus folgt aber 


Q 








lim sup | 


y>o | “y 





was der Voraussetzung widerspricht. 


Abnliches gilt fiir Potenzreihen mit 


ny 
a, =o0(n’), %&<\T 





Neuer Beweis eines Pélya-Carlsonschen Satzes. 
Der im Titel genannte Satz lautet: 
Eine Potenzrethe 


f(z) =a, +a,2+...+4,2%+... 


mit ganzen rationalen Koeffizienten und mit dem Konvergenzradius 1 
stellt entweder eine rationale Funktion dar, oder sie ist nicht iiber den 
Einheitskreis fortsetzbar **). 


Beweis. Es sei f(@) regular im Innern und auf der Kurve I'(d) 
(vgl. § 1). Nach einem klassischen Satz tiber die Potenzreihenentwicklung 
rationaler Funktionen geniigt es zu zeigen, da8 fiir geniigend groBe n 


4 = yee 1) = 


4) F. Carleon, Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeffizienten {Mathematische 
Zeitechrift 9 (1921), 8. 1-13]. 
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ist, wenn 
! 


Gp Gyr +--+ Byte 


4° — Bp+1 Fp+e2 +++ Bpigti 
Ld 


2. Sr ee 


On+¢q Bpigti -++ Bing 
gesetzt wird'*). Ich beweise hier nur die Gleichung 4,” = 0. Die andere 
Gleichung, namlich 4{"*" = 0, erhalt man genau so. 

Die Behauptung ist mit der folgenden dquivalent: Fiir geniigend 
groBe n gibt es (von n abhangige) nicht durchweg verschwindende Zahlen 
L,,4,,.--, 4, derart, dab 

La, t+4¢,,, +..-¢le, =0, 
(3) nts th Oats +... +4, Seoes =» 


be. +ha,.4,4+-- +he. =(@ 
sei. Um dies zu beweisen, zeigen wir zunachst den folgenden Hilfssatz, 
den ich einer miindlichen Mitteilung des Herrn Fekete verdanke. 
Hilfssatz. He sei C eime Kurve in der komplezen z-Hbene von 
der Beschaffenheit, daB man Polynome 
G, (z) = 2* + gmMa*-'+...+ 9 (n=1,2,3,...) 
finden kann, fiir weiche auf C (von einem gewissen n an) 
(2) |G, (z)|< 3 
gilt; & bezeichnet hier cine positive (von n unabhangige) Zahl, die kleiner 
als 1 ist. Dann gibt es auch nicht identisch verschwindende Polynome 
H, (2) = 1) +1 2+...+2"* (n=—1, 2,3,...) 
mit ganzzahligen**) Koeffizienten IS” (vy =0,1,..., ), fiir welche auf C 
(von einem gewissen n an) 
(4) | H,(z)| < # 
ist, wobei 3, gleichfalls eine feste positive Zahl kleiner als 1 bezeichnet. 
Der Beweis*’) stiitzt sich auf den folgenden Satz von Minkowski: 


Eine be definite Hermitesche Form von n--1 Verdnderlichen 
@,&,,-.-,@, mit der Determinante D laft sich durch passende Wahl 


) Val. a. a. O. *). 

*) Ganzzablig heiBt: von der Form a+bi, wobei a und 5 ganze rationale 
Zahien sind. 

*”) Der hier mitgeteilte Beweis rihrt von mir ie. 
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der ganzen Zahlen «,, «,,...,%,, die nicht durchweg verschwinden, kleiner 
machen als 


(n +1)" VD. *) 
Man betrachte die Hermitesche Form 
Fy, (Gig ys +++ Gy) =f [ay +a,e+...+a,28|*do. 
6 


und bezeichne ihre Determinante mit D, (n=0,1,2,...; do ist das 
Bogenelement von C). Nach einem elementaren Satze ist 


D, 
Das 





= Min F, (a, @,,..., @,). 


a@g=1 
Man hat also (von einem gewissen n an) 


ae < ||6,(2)|*do<e,0". 
c 





Daraus folgt aber 
Rca’ fr, 
d. h. 
2+¢+1 
(n+1) VD,<c¢,(n+1)8*. 


Es existiert somit ein nicht identisch verschwindendes Polynom K, (z) 
mit lauter ganzzahligen Koeffizienten, fiir welches 


J\K,,(2)|"do <c,(m+1) 8", 
ist **), z 
Es sei nun C” eine geschlossene, stetige Kurve, die C vdéllig enthilt, 
ohne gemeinsame Punkte mit ihr zu haben, und fiir welche die in der 
Einleitung definierte ,,Abbildungskonstante y* noch immer kleiner als 1 
ist. (Dies ist nach Faber die notwendige und hinreichende Bedingung, 
damit die Polynome G(x) existieren.) Dann gibt es also Polynome 


GE (x)= a*+g~*ze-2+...4 ge" (n—1,2,38,...), 
fiir welche (von einem gewissen n an) 
|Gr(z)|<0*" 
ist, wenn x auf C* liegt. Hier bezeichnet @* eine feste positive Zahl, 


18) Uber die positiven quadratischen Formen und iiber kettenbruchahnliche Algo- 
rithmen {Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 107 (1891), 8. 278-297]; 
vgl. auch Gesammelte Abhandlungen 1 (1911), 8. 243-260. 

1%) Fiir den Fall, wo C eine geradlinige Strecke ist, vgl. man hierzu: D. Hilbert, 
Ein Beitrag zur Theorie des Legendreschen Polynoms [Acta Mathematica 18 (1894), 
8. 155—159]. 
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die kleiner als 1 ist. Daraus folgt aber, wie wir eben gesehen haben, 
die Existenz von Polynomen 


H, (2) =P + iP 2+... +2", 


deren Koeffizienten ganze Zahlen sind, die iiberdies nicht saimtlich ver- 
schwinden und fiir welche 


J \H,(2)|*do <e9(m+1)0"" 
c* 
ist. 
Man hat nun nach Cauchy 


i H,(§)}" », 
(4, (2)I"= gaz | SOP ae, 
c* 


wobei z auf C liegt. Dann hat aber | xz — &| eine positive untere Schranke, 
d. h. 


|'H, (x)|"<e,,(n+1)0*", 
w. z. b. w. 

(3) la8t sich nun folgendermaBen beweisen. Wird 4 geniigend klein 
gewahit, so besitzt die Kurve I'(d) die in § 1 beniitzte Eigenschaft. D. h. 
es gibt (von 5 unabhangige) Polynome 

(m) 


6()— + et. ten, 


z n—1 

fiir welche (von einem gewissen n an) 
| 1\|_— gs 
|, z/ |<? 


ist, wenn z auf I"(d) liegt. Nach dem Hilfssatz gibt es also nicht 
identisch verschwindende Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten 
(1\_ pm ” ¥ 
H,(5)=W+2+...4%, 
fiir welche (von einem gewissen n an) 
|H,(+)| < oF (0 < 8, <1) 
ist. Man hat aber 


In” ans v I” dntrts Tee t IS” dente 
1 ( “. - pia) , 
=| £2, (@3 a ae \dz=, | f@) 2 (. 


3 2 z* Qui | aatrti® 
ra (a) 


d.h 


é 
Ue a ee eee < Cr, =) 


M (4) ex 
S19 geet 1 (»=0,1,..., ”). 


(1—a)"*?2 : 
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Hier ist — wie in §1 — M(é) das Maximum von |f(z)| auf (4). 
Wird nun 6 so klein gewahit, dab 
o, 


(1—8)* 
ist, dann ist der Ausdruck rechter Hand fiir geniigend groBe n kleiner 
als 1, d.h. die Ausdriicke linker Hand verschwinden wegen der Ganz- 


zahligkeit simtlicher Gré8en 1", a,. Damit ist unsere Behauptung voll- 
standig bewiesen. 


§ 5. 
Neuer Beweis eines Ostrowskischen Satzes. 

Herr Ostrowski hat in seiner Note ,,Ober eine Eigenschaft gewisser 
Potenzreihen mit unendlich vielen verschwindenden Koeffizienten“*°) den 
folgenden iiberraschenden Satz bewiesen: 

Es set 

f(z) =a, +a,z2+...+a,2"+... 
eine Potenzrethe mit dem Konvergenzradius 1. Es soll ferner eine Index- 
folge n,,1,,..-, My, ... existieren derart, daB nach dem Gliede mit dem 
Exponenten n, mindestens [«n,] Glieder fehlen, wobei « eine feste positive 
Zahl bezeichnet. Dann konvergieren die Partialsummen 
8n, (2), 8ng(Z)> --+> Sn, (2), «=> 

tiber jeden reguldren Punkt des Konvergenzkreises hinaus. 

Beweis. Es sei f(z) regulir in dem oben betrachteten Bereiche, 


dessen Begrenzung von der Kurve /°(4) gebildet ist. Man hat alsdann, 
wenn z im Innern von I"(4) liegt, 








ny, 
f(s) — 6, (8)= = sha J 16) Vea- (Etat + sale 
I (6) ~ 
n,+1 
Zz 
n, +1 
1 Orr ii } 
° f(t) ray 4 
r@) 
d. h. wegen des Vorhandenseins der Liicke nach a, 
P= 0) f(t) ae 
“att wt | me tit—z 
r ri)” 
1 f (¢) 1 & 
=f Se (cart Etht+---+3n)e, 


re 


%) Sitzungsberichte der preuBischen Akademie der Wissenschaften 1921, 8. 557 
bis 565. 
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wobei «, 8,..., 4 beliebige Konstanten und p=[en,]—1 ist. D.h. 


f(e)-4,() 3 ff pee. 1 
yt Dai ett |—s (4) Jar, 


r'(@® c 








wo J] ( *) irgendein Polynom p-ten Grades von - ; bezeichnet. 


Es liege nun z in einem Bereiche B, der ganz im Innern von I'(d) 
liegt. Es sei 


Zz 
a <|1 -z\< b, 
wo a und 5 feste positive Zehlen sind. Nach einem eeenersiconre Satz 
der Funktionentheorie gibt es ein Polynom R (5) von -, fiir welches etwa 














-aQ|<k 
ist, wenn z in B und ¢ auf I'(4) liegt. Es sei r der Grad von R(+ ). 
Man setze y'+1 
(2) 2)” 
n(g)=-E 
¢ ¢ 


wobei p’ die gréBte ganze Zahl bezeichnet, die p nicht iibertrifft und fiir 
die p’-+ 1 durch r+ 1 teilbar ist. 
Dies ist ein ganz bestimmtes Polynom héchstens p-ten Grades. Man 


hat ferner 
; p'+t 


ayene. 


wenn z und ¢ die obige Bedeutung haben. Daraus folgt 





- 
> 








f (2)—a, (2) 
ett 





Cs 1 r+ 
<——taaal) . 
Also hat man 





lim sup |f (s) — #,(8)|* < 125 (4) 


‘>= 


Da ferner dies fiir jedes 6 > 0 giiltig ist (vgl. Einleitung), 


lim sup | f(s) — ta,(2)/" EL. 


grt 
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Diese Gleichung gilt fiir jedes z im Innern von I'(0)=TJ' und zwar 
gleichmaBig in jedem inneren Bereiche. Wird nun z so eingeschrankt, da& 


itl 0<1 
grti 
ist, dann ergibt sich in dem auf diese Weise definierten Bereiche die 


gleichmaBige Konvergenz von 8, (z) gegen f(z). Wird # geniigend nahe 
zu 1 gewahit, dann ragt dieser Bereich iiber den Einheitskreis hinaus. 


§ 6. 
Uber Potenzreihen, deren einzelne Abschnittsfolgen iiber den Konvergenz- 
kreis hinaus konvergieren. 


Die im vorigen Paragraphen behandelten Potenzreihen sind offenbar 
vom gleichen Typus, wie sie am Ende von § 1 kurz erwahnt worden 
sind, namlich von der Form 


2 
>” m, 
Am, 2 * 

v=1 


wobei 


sd 





lim sup oe a E 


y>oe v—1 
ist. Solche Potenzreihen sind nach § 1 iiber den Einheitskreis nicht fort- 
setzbar, sobald 
lim VJa,,] =1 
ist. Die in der Voraussetzung des Ustrowskischen Satzes geforderte Re- 
gularitét kann also nie erfiillt sein, sobald die Koeffizienten der letzten 
Gleichung geniigen. 

Trotzdem kénnte man glauben, daB es auch in diesem Falle vor- 
kommen kann, da8 einzelne Abschnittsfolgen der gegeberen Potenzreihe 
iiber den Einheitskreis hinaus konvergieren. Ich werde nun zeigen, daB 
es dem nicht so ist. Es gilt naimlich der folgende 

Satz 7. Ee set 


f(z)=a,+a,2+...+4,2"+... 
eine Potenzreithe mit dem Konvergenzradius 1, und die Partialsummen 


Sn, (2), Bug (2), «++» On, (B)y «+e 
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seien gleichmafig konvergent (oder nur beschradnkt) in einem Bereiche, 
der tiber den Hinheitskreis hinausragt*'). Dann ist 


lim sup Van, | <1. 
Es konvergieren also auch die Abschnitte 8, -; (vy =1,2,3,...) und 
tiberhawpt die Abschnitte mit um m niedrigerem Index, wobei m eine 
feste positive Zahl ist. (Die Bereiche der Konvergenz bzw. Beschrankt- 
heit sind hierbet immer kleiner und kleiner.) 
Die ersten Beispiele fiir solche Potenzreihen, deren geeignet gewahlte 
Abschnitte iiber den (von 0 verschiedenen) Konvergenzkreis hinaus kon- 
vergieren, riihren von R. Jentzsch her**). 


Laut Voraussetzung gibt es einen Bereich, dessen Begrenzung von 
einer Kurve I"(5) gebildet ist, in welchem 


| &_,(2)| <A (y= 1, 2,3,...) 


ist. Man bezeichne mit y(z) die Funktion, die das AuBere von I (4) 
auf das AuBere eines Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt abbildet. 
Die Vergré8erung im unendlich fernen Punkte sei hierbei gleich 1. Dann 
ist der Radius y dieses Kreises gréBer als 1. Es ist ferner auf I'(d) 


|v (z)|=~7. 
Die Funktion 
8, (2) 
[w (z)]” 





ist nun regulér, wenn z auBerhalb oder auf I'(d) liegt und fiir z= co 

gleich a. D.h. 

- | i) = +, Max|s,(z)|>a,. ”) 
r@ |Cy (z)) ry re 

Es ist somit 


A 
| Gn, | = a.” 
Bind 
also 
lim sup Vie) <—< # 
w. z. b. w. 


*!) Dieser Bereich kann sich auch auf eine Kurve reduzieren. Der Beweis ge- 
staltet sich dann abnlich, wie im Text. 

**) Fortgesetzte Untersuchungen iiber die Abschnitte von Potenzreihen [Acta 
Mathematica 41 (1918), S. 253-270]. Vgl. II. Abschnitt, §§ 2, 3. 
*%) Vgl. Faber a. a. O. ') b). 
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Existiert also bei einer Potenzreihe f(z) = Sa, 2” der Grenzwert 
n=0 


en Va] = 1, 


n->oe 
so kann die Jentzsche Erscheinung nie auftreten. 


Bemerkung. (Hinzugefiigt am 8. 2. 1922.) Unter der Voraus- 
setzung von Satz 7 konvergieren auch die Abechnitte 


n,+1(2), Sugti(2)s +++» 8n,41(B)y «005 
also iiberhawpt die Abschnitte mit um m gréBerem Index, wobei m eine 
feste positive Zahl bezeichnet. 

Der Beweis gesehieht ganz analog, wie der von Satz 7, mit dem 
einzigen Unterschied, daB hier die Abbildungsfunktion w*(z) des 
Innengebietes von J'(d) (statt y(z)) herangezogen wird. Es sei also 
y*(z)=2z+a,2*+a,2*+... schlicht in I'(6) und | y*(z)|=y*>1 
auf J°(5), wobei 4 geniigend klein angenommen wird. Dann ist die 
Funktion 

8, +1(2)— 8 (2) 
[y*(2))"" 


regular im Innern und auf I"(d) und gleich a, ,, fiir z= 0. Es ist also 


| Sn (z)—8, (z) | 
~~ < Max | <i <—<,. 
r@ [y*(z)] y y* ° 
d. h. 
%ti/ 1 
ere Vin, +1 | Ss y* <1, 
w. z. b. w. 


Es ist vielleicht nicht ohne Interesse, den folgenden Satz zu formu- 
lieren, der sich hierbei ergeben hat: 

Es sei I eine stetige Kurve, die den Nullpunkt umschlieBt, und r; 
bzw. r, seien die Radien der Kreise wm den Nullpunkt, auf deren 
Inneres bzw. AuBeres man das Innere baw. Aufere von I" konform ab- 
bilden kann, wobei die Abbildungsfunktionen auf die iibliche Weise wie 


2-+a,2°-+a,2°+..., dew. e+fpth+... norméiert sind. 


Es sei P(z) =az*+...+ Az ein beliebiges Polynom nach wachsen- 
den Potenzen von z geordnet. Dann geniigt das Maximum M von |P (z)| 
auf I’ den folgenden beiden Ungleichungen: 


M>\a\r?, M>|A(r¥. 


(Eingegangen am 12. 10. 1921.) 








Einige Siitze tiber Reihen von allgemeinen 
Orthogonalfunktionen. 


Von 


Hans Rademacher in Hamburg. 


Einleitung. 


Der Riesz-Fischersche Satz, der besagt, daB es zu jeder Folge von 
reellen Zahlen c,,¢,,¢,,---,¢,--- mit konvergenter Quadratsumme eine 
héchstens bis auf eine Nullmenge bestimmte Funktion f(z) gibt, deren 
Fourierkoeffizienten in bezug auf ein vorgegebenes System von Orthogonal- 
funktionen ¢, (x), p,(z),..-, 9, (%),--. die Zahlen c, sind, hat eine Reihe 
von Versuchen hervorgebracht, jene Funktion f(z) in rechnerisch einfache 
Beziehung zu den c, und den g(z) zusetzen. Das allgemeinste Ergebnis 
in dieser Richtung ist wohl der Satz von Weyl’), nach dem man aus 


der Reihe 


(1) €,P, (2%) + C,9.(%)+--. 

stets eine fast iiberall konvergente Folge von Teilsummen auswahlen kann, 
deren Limesfunktion, wie man leicht sieht, die vom Riesz-Fischerschen 
Satz behaupteten Eigenschaften besitzt. Dieser Weylsche Satz soll im 
folgenden dahin prazisiert werden, daB zu vorgelegter konvergenter Reihe 


Se? die Indizes der Teilsummen einer konvergenten Folge explizite an- 


gegeben werden. 

Ober die Konvergenz der Reihe > c,@,(x) selbst hat man bisher nur 
Aussagen machen kénnen, indem man iiber die c, noch mehr als nur die 
Konvergenz von 2c; voraussetzte. Jerosch*) und Wey! *) haben hierin den 





*) Uber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktionen fortschreiten, 
Math. Ann. 67 (1909), S. 225-245, insbes. S. 243—245. 

*) F. Jerosch und H. Weyl, Uber die Konvergenz von Reihen, die nach perio- 
dischen Funktionen fortschreiten, Math. Ann. 66 (1909), S. 67—80; vgl. auch die 
unter *) zitierte Arbeit von Weyl, 8S. 229 oben. 

*) A. a. O. *) S. 226 ff. 
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Anfang gemacht, jener, indem er unter der Voraussetzung c, = ol» ‘ ) : 


dieser, indem er unter Voraussetzung der Konvergenz von 2c; Vy bewies, 
daB die Reihe (1) fast tiberall konvergent ist. Der nichste Schritt wurde 
von Hobson getan‘), der zeigte, daB zu der Konvergenz bis auf eine Null- 
menge (der ,,fast ausnahmslosen“ Konvergenz, wie wir im folgenden sagen 
werden) schon die Voraussetzung der Konvergenz von > c;»* bei irgend- 
einem « > 0 hinreicht. Endlich hat Plancherel bewiesen*), daB fiir dieses 
Konvergenzverhalten von (1) schon die Konvergenz von Sc? (logy)” hin- 
reicht. Aus einem Satze von Hardy*), auf den Hobson’) und neuerdings 


Neder*) hingewiesen haben, folgt, daB die Reihe > (a, cos yx + 0, sin yx) 
v=1 


schon dann fast iiberall konvergiert, wenn _S’(a; + b?) (logy)” konvergent 


ist. Die naheliegende Frage, ob sich in dem Plancherelschen Satze diesem 
Hardyschen Satze entsprechend fiir allgemeine Orthogonalfunktionen der 
Exponent 3 des Logarithmus durch 2 ersetzen la8t, wird im folgenden 
bejahend beantwortet. In diesem Zusammenhange sei endlich noch er- 
wahnt, daB Herr Neder neuerdings durch Beispiele klargestellt hat, daB 
die Konvergenz von 2c; (logy)* fiir irgendein a <0 gewiB nicht aus- 
reicht, um fast iiberall die Konvergenz von (1) zu sichern *). 

AuBer der schon erwahnten Ergainzung des Weylschen und der Ver- 
schirfung des Plancherelschen Satzes enthalt die folgende Untersuchung 
noch asymptotische Abschatzungen iiber Summen von Orthogonalfunktionen. 
Mit Hilfe eines Satzes von I. Schur werden viele Eigenschaften von Ortho- 
gonalfunktionen auf eine weitere Klasse von Funktionen iibertragen. AuBer- 
dem werden die verallgemeinerten ,,Lebesgueschen Konstanten“ auf ihr 
infinitéres Verhalten hin untersucht. Ein durchgefiihrtes Beispiel grenzt 


7 
<— 
v=1 


*) On the convergence of series of orthogonal functions. Proc. of the London 
Math. Soc. (2) 12 (1913), 8. 297-308. 

5) Sur la convergence des séries de fonctions orthogonales. Comptes Rendus de 
l'Acad. des Sciences de Paris 157 (1913), 8S. 539-542. 

*) On the summability of Fourier’s series, Proc. of the London Math. Soc. (2) 12 (1913), 


8. 365-372. Der erwaihnte Satz lautet genau: ,Ist es + > a, cos vz +d, sin yz eine 
, 
a, cosyz +b, sinvz 


Fourierreibe, so ist a —— fast iiberall konvergent.“ (Theorem 3, 


log » 
8. 870.) Die oben hervorgehobene Konsequenz erhalt man in dem Spezialfall, wo 
die Fourierreihe zu einer samt ihrem Quadrate integrierbaren Funktion gehért. 

") Proc. of the London Math. Soc. (2) 14, S. 428-489, insbes. S. 429. 

*) Math. Ann. 84 (1921) [S. 117—136], S. 131. 

*% A.a. 0. 


Mathematische Annalen. 87. 8 
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dann den Spielraum ab, in dem man die erhaltenen Abschitzungen etwa 
noch verbessern kénnte. 


I. Fast iiberall konvergente Teilfolgen von > c,¢y, (x). 


1. Es sei ,(z), ,(z),.--, 9, (#),.-- ein System von samt ihrem 
Quadrate im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktionen, die im Inter- 
vall (0...1) er und normiert sind: 


l, #~=0 
(2) (x) dz = 
fonts 0, uty. 
Ferner sei ¢,,C,,.--,C,,.-. eine Folge von reellen Zahlen und Se? sei 


v=1 
konvergent. Dann gibt es stets monoton ins Unendliche wachsende Folgen 
von positiven Zahlen i(v), so daB 


(3) Setar) 


gleichfalls konvergent ausfallt. Ist r, — Se!?, so kann man z. B. fiir 
irgendein 0 < y <1 setzen — 

i(v)=-¢,’, 
wofiir man die Konvergenz von (3) leicht einsieht. Ferner sei A, das 
kleinste », fiir das 4(») > o ausfallt, 9 = 1,2,3,... Dann ist 4(A,)>o0. 
Unter diesen Voraussetzungen und Bezcichnungen gilt nun der 


Satz I. Die Folge von Teilswmmen So or(e) (o=1,2,...) ést 
fast tiberall konvergent. 

Bemerkenswert ist an diesem Satz, daB er die Auswahl der Teil- 
summen nur aus der Folge {c,} bestimmt, unabhingig von dem zugrunde 
gelegten Orthogonalsystem. 

Wir fiihren die Bezeichnungen ein 


s(z;m,n)= >) ¢,9,(2), o(m,n) = > ¢, t(m,n) =») c3i(r). 


vom+1 v=m+1 vr=m+1 
Dann ergibt sich unter Benutzung von (2) fir 0<N<n 


a-l a-—1 


f Sec (x; A,, A,)}* dz = a (x; A,, A,)}* da = 3) o(A,, A,) 

o r= r=Nq r=N 

a-—i n-1 a-—l al 

=D) Dd) 4 (Ags Ass) = >) (e— N+1) 0( ert) SO (Ay) (Ap, Aps1) 
r=N o=r o= N =WN 


Ao+1 


<¥ > ru -_ BS eae aca). 


c=N v=A, +1 r=Ayt+l 
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Also ist der positive Integrand 


an-—1 

> {8(25 Ay, An} < t(Ay, Ap)? 

r=N 
in einer Menge Ey,,, deren MaB**) gréBer oder gleich 1 — (Ay, A,)*. 
Erst recht ist also 


m Ey.,> 1 —t(Ay,co)? 
und in By » 


|s(x; A,, A,)| <1(Ay, co)’, 


fiir jedes r, das N<r<n geniigt. Die Menge Ey, in der fir alle 
ganzen r und r, unter der Bedingung N<r<r,<n 


|@(x; Ay, A,,)| < 2t (Ay, c0)* 
stattfindet, enthalt Ey , wegen 
8(z; A,, A,,)| S| 8(2; Ay, Ag)| + | 8 (2; A,,, Ag)!. 
Folglich ist erst recht 


% 1 
m Ex. 1—rt(Ay,co)’*. 
Nun ist 


(4) By.0+1>By.x+e> Ey.y+3>.--, 


was aus der Definition dieser Mengen unmittelbar folgt. Wir bilden den 
Durchschnitt 


, , , 
Dy Ey,w+i:Ey,w+2°Ey,wis.-.-- 


Wegen (4) ist dann nach einem Theorem der MaBtheorie 


(5) m Dy = lim m Ey, > 1 —1(Ay, )!. 
koe 

In Dy ist nun 

(6) s(x; A,, A,,)| < 21 (Ay, co)! 


fiir alle r und r,, die nur N <r <r, erfiillen. Aus den Dy bilden wir 
Vy = Dy + Dyi1t+ Dyiet+.-.; 
wegen (5) ergibt sich 
(7 ) ™m Vy =], 
Endlich sei 
V ae Wn * Fa? Vm oe 05 
aus 


V, >V,>V,>... 


1”) Das MaB einer Menge E wird durch mE bezeichnet. 
8* 
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und aus (6) folgt dann auch 
mV =1. 


Jeder Punkt von V gehért aber zu unendlich vielen Dy. In jedem 
Punkt z, von V gibt es daher zu beliebigem positiven « ein N, so daS 


| 8(2; A,, A,,)| <e 
ist, fiir alle r und r,, die N<r<r, erfiillen. Wegen (6) braucht man 
namlich ein solches N aus den unendlich vielen N, fiir die z, in Dy liegt, 
nur so groB zu wahlen, daB t(Ay, 00) < 7 ausfallt. Damit ist bewiesen, da8 


A 


(8) f(z)=lim )’c,9,(z) 

A>® y= 
in jedem Punkte von V, also fast iiberall im Orthogonalitatsintervalle, 
als endliche Funktion existiert. 

Diesen Satz hatte man iibrigens auch erhalten kénnen durch Weiter- 
verfolgung der Gedanken, die Weyl! a. a. O. fiir den Beweis seines Auswahl- 
satzes verwendet. 

2. Unter leichter Modifikation einer schon von Weyl ausgefiihrten 
Oberlegung**) kénnen wir den in der Einleitung erwahnten Zusammen- 
hang unseres Satzes I mit dem Riesz-Fischerschen Satze herstellen, indem 
wir diesen aus Satz I herleiten. 

Zu jedem positiven ¢ gibt es namlich offenbar eine Teilmenge A, von V 
und eine Zahl M,, so daB in A, 

| f(z)|< M, 
gilt und zugleich 
mA,>1—e 
ist. Wegen der Konvergenz in (8) gibt es ferner in A, eine Teil- 
menge B,, mit 
mB,>1—2e, 
und einen Index n,, so da8 fiir n > n, 


A 


| 2'e(2)|< 2M, 


bleibt. Aus der letzten Ungleichung kann man schlieBen, da8 


lim f (Seo.(2))' de ={r(2)dz 
re v=1 B, 


4) A. a. O.*) S. 226—227. 
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ist. Da nun 
A 


™ ‘ 1 A, ‘ a 
J(Sewt)) dz < { (Soo-(2)) dex do 


v=1 
ist, so gilt 
{ f(x)dx rect 
B, r=1 
Setzt man f(z) auBerhalb von V im Orthogonalitatsintervalle irgendwie 


willkiirlich fest, so folgt, da die Vereinigungsmenge aller B, die Menge V 
ausfiillen muB, 


1 
[r(e)az -2¢@. 
0 v=1 


Ebenso wie diese Ungleichung aus (8) folgt, so zieht die Relation 


A, A, 
f(z) — D/eg,(2) = lim D>’ ¢,9,(z) 
oni a->@ r= A+i 


die Ungleichung 


v= va A_ + 


1 A, ‘sp 
J{rie)-Dag(2farx Se 
vu 1 


nach sich. Hieraus schlieBt man 


lim f {re ~Sanie)} es =, 
é v=1 


a->o 


also auch, zufolge der Schwarzschen Ungleichung, bei festem « 


1 4, 
Tim f {r(2) — 3 6 94(2)} (2) de = 0. 
Dies bedeutet aber j 
Cu = f f(z) 9(z) az, 
worin der Riesz-Fischersche Satz ausgesprochen ist. 


II. Fast ausnahmslose Konvergenz von »>'c,y,(x). 


3. Uber die Folge der c, sei jetzt noch weiter vorausgesetzt, da8 
(ec, log v)* konvergent ist. Im folgenden sei der Einfachheit halber 
unter ,log“ der Logarithmus zur Basis 2 verstanden. Unter der neuen 
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Voraussetzung kénnen wir das 4(y) des Satzes I gleich log y, also A, = 2¢, 
setzen und erhalten dann die Konvergenz von 


2" 
(9) >) & Pr (2) n —> CO 
v=1 


in einer maBgleichen Teilmenge V des Orthogonalitatsintervalls. 


Die Bezeichnungen von § 1 mégen beibehalten werden; auBerdem 
setzen wir 


w(m, n) = 9 (c, log vy)”, 
r=m+1 
Es sei nun eine ganze Zahl 2’< n < 2”*’; sie laBt sich auf dyadische 
Art darstellen durch 


n= 2’+ 0,2" "+ 8,2'-24-...48.,2+90, 8 =0 oder 1. 
Hieraus ergibt sich die Zerlegung 
(10) s(x; 2",n) = e(z; 2",2"+ 8, 2"~") 


+ (2; 2° + 0, 2""*, 2°+ 0,2""*4-0,2""") +... 

+ o(2; 2°+ 0, 2°°'+...+ 9,12, 27+ 8,2" "+...4+8 _,248,), 
worin diejenigen Klammern, deren letztes #, gleich © ist, selbst gleich 0 
zu setzen sind. Die nicht verschwindenden Glieder der rechten Seite 
sind simtlich von der Form 
9-1), Gam J, By e005 Vs as 

h=0, 1, 2, ...,(2" ’—1), 
und aus diesen Ausdriicken lassen sich alle s(x; 2",n) fiir 2°.<n < 2”*' 
zusammenfiigen. 

Nun folgt aus (10) durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung: 


(11) (2; «,@’) = (#; 2"+ h-2',2"+ h-2/+ 


{s(x;2",n)}'< <¥ é, Y tole 2"-+...4 6, ,2°-*** 2°+...4+0,.,.2" *'+0,2" “}" 


1° 
t=1 t=1 


Sr >) {e(s; 2’+...4+ 0,_, 2°, 2°+... 40, ,2°°**+0,2"*)}° 
i=1 
und erst recht also 
(12) {s(x; 2’,n)}* <r» {(x; «,«’)}*, 


aa’ 


worin («,@’) alle in (11) angegebenen Zahlenpaare durchlauft. Fiir 


9 


2”<n<2"*" hangt die rechte Seite der Ungleichung (12) nicht mehr 


von n ab. 





Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen. 119 


Nun ist 
r 2744 
f See &, Waem JSS te 2°+h-2',2°+h-2'+ 27") dz 
j=1 h=o 


r 27-1 


=D) dD) 0(2"+h-2!,2°+ h-2h+ af") < 37 0(2",2°%) = #-0(2", 2°"), 


j=1 A=0 j=1 


und somit 


(13) [rd eee: a, «)}" da < r20(2’,2"*") < w(2’,2’*"). 
0 


Es sei nun G_(d) diejenige Teilmenge des Orthogonalitatsintervalls, 
in der 
r >) {8(z; a,a’)y< 3°, 
worin 6 eine positive Zahl sei, iiber die noch verfiigt werden soll. Wegen 


(13) ist 
(14) mG,(8)>1— i w (2",2"**), 


grt 


und wegen (12) gilt in @,(d) fiir alle n zwischen 2’ und 
|s(z; 2°,n)| <4. 
Wir bilden nun den Durchschnitt 
Hy (6) = Gy (6)-Gy41(8)-Gy42(d) seep 
dann ist infolge von (14) 


mHy(8)>1—+ LB w (2°, 2") = 1 — L — (2%, 00), 


r=N 
und fiir jedes z in Hy(d) ist 
| s(x; 2",n)| <4, 


wenn nur N<r und 2°’<n<2"*" 


gewonnen wird. Wahit man nun 
von vornherein 5 =w(2",00)*, so fiihrt diese Konstruktion auf eine 
Menge Hy(m(2” ,00)*), die wir kurz mit Hy bezeichnen wollen. Von 
Hy, weiB man 

(15) m Hy > 1 — w(2”,00)!, 

und in Hy gilt 


(16) | s(x; 2°,n)| << w(2", oo)* 
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fir N<r, 2°.<n<2"**. Nun sei 


Uy = Hy + Hyii + Ayie+ -.- 
Wegen (15) ist dann 


mUy= i. 
Endlich bilden wir 
U =0U,-U,-U,...; 
es ist 
mU = 1, 


und jeder Punkt von U kommt in unendlich vielen Hy vor. 
4. Jetzt betrachten wir den Durchschnitt 
W=U.-YV, 
wo V die in § 1 konstruierte Menge in der ihr am Anfang von § 3 er- 
teilten Spezialisation ist. Wir haben 
mW=1. 
In W ist nun Se, y, (x) konvergent. Denn wegen der zu Anfang des 


§ 8 erwahnten Konvergenz von s(x; 0.2") in V gibt es in jedem Punkte Ly 
von W zu beliebigem positivem « ein N,, so daB 


| #(m_; 2,2")| <4 


fir alle r und r,, die N, Sr<r, erfiillen. Der Punkt z, von W liegt 
ferner in unendlich vielen Hy, und unter den hier vorkommenden Indizes N 
sei N, so groB gewahit, da8 
w(2**, 00) < ae 
Da zx, in Hy, angenommen ist, so gilt wegen (16) 


- 9" a’ = 
8(%;2,n)| <3 


fir N,<r, 2’.<n<2"**. Von den beiden Zahlen N, und N, sei N, 
die gréBere. Da stets die Zerlegung 


8 (x; m,n) = e(x; 2°, 2”) + a(x; 2",n) — a(x; 2°, m) 


mit 2° < m< 2"**, 2"<n<2"*' méglich ist, so’ hat man endlich fiir 
alle m und n, die 2*5< m <n erfiillen, 


|8(2%; m,n)| <e, 
womit wir den folgenden Satz bewiesen haben: 
Satz Il. Ist 3*(c,logy)* konvergent, 80 konvergiert > c, y, (x) 
fast aberall im Orthogonalitéteintervall 
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5. DaB die soeben bewiesene Konvergenz nach der Bezeichnung 
Weyls eine ,,wesentlich gleichmaBige* ist, folgt aus einem allgemeinen 
Satze von Egoroff**), wonach eine in einer Menge C konvergente Folge 
meBbarer Funktionen in gewissen Teilmengen, deren Ma beliebig wenig 
unter dem von C bleibt, gleichmaBig konvergent ist. Man kann im 
vorliegenden Falle aber leicht Mengen dieser Art herausheben. Die in 
§ 1 auftretenden Mengen denken wir uns, dem zu Anfang von § 3 
Gesagten gema8, fiir i(y)—logy und A,= 2° gebildet, was unter 
der Annahme der Konvergenz von 2(c, logy)” méglich ist. Nun sei 


Mos Mas Maa.«<2> N,, ... @ine solche monotone Folge von natiirlichen 
Zahlen, da& 
(17a) >) w(2**, co)? 

p=i 


und also erst recht auch 


(17b) >| +(2"*, 0)! 
p=1 
konvergent ausfalit, unter t(m,n) hierbei se log » verstanden. Aus 
v=m+1 


den Mengen Dy des § 1 und den Mengen Hy des §3 bilden wir nun die 
Durchschnitte 


K, = Dy, -Hy,-Dy,,,-Hy,,, +++ - 


pti pt. 

Da die Mengen Dy und Hy samtlich im Einheitsintervall liegen, so 
liegt wegen (5) und (15) und wegen der Konvergenz von (17a) und 
(17b) das MaS von K, bei hinreichend hohem p beliebig nahe bei 1. 
In K, ist nun die Konvergenz von 2c,¢,(z) gleichmaBig. Denn wegen 
(6) und (16) ist fir 2"7+*<m <n stets in K, 


| > &. p.(a)| < 24 (2444, co)# 4+ 2m(2%*+, 00)! 


m+1 


Ill. Abschitzungen endlicher Summen von Orthogonalfunktionen. 
6. Ist Sc? konvergent, so ist nach Satz II die Reihe 


x ¢, 
(18) Diag ® (#) 
im Intervall (0...1) fast iiberall konvergent. Die Folge {ice} ist 


monoton abnehmend mit dem Limes Null. Daraus schlieBt man nach 





12) Sur les suites de fonctions mesurables, Comptes Rendus de |’Acad. des 
Sciences de Paris 152 (1911), S. 244. 
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einem Satze von Kronecker**) leicht, daS an den Konvergenzstellen 
von (13) 


(19) >, & Pr (xz) = 0 (log n) 
v=1 

sein mu8, was daher fast iiberall im Orthogonalitatsintervall gelten muB. 
Sind die g,(z) die trigonometrischen Funktionen und die ¢, die gewdhn- 
lichen Fourierschen Konstanten einer integrierbaren Funktion, so findet 
sich diese Abschitzung schon bei Hardy"), doch sagt der Hardysche 
Satz auch hier wieder mehr aus (vgl. Einleitung, FuBnote *)), denn die 
Voraussetzung der Konvergenz von 2c? ist aquivalent mit der Annahme, 
daB die c, die Fourierkonstanten einer samt ihrem Quadrat integrierbaren 
Funktion seien. 


Der eben erwahnte Kroneckersche Satz la48t noch mehrfache An- 
wendungen folgender Art zu. Es sei 
Y(logy) *', 2 >0, »=2,3,...; 


=r 


fiir diese Wahl ist 2 (c, logy)" konvergent. Folglich ist 
D7 * (log x)" g, (2) 
r=2 


fast iiberall im Intervalle (0...1) konvergent. Die Folge der c, ist 
aber monoton abnehmend mit dem Limes Null. An den Konvergenz- 
stellen ist daher notwendig 


(20) >| y (x) = 0(n* (log n)***), 


was somit fast iiberall im Orthogonalitatsintervalle der y,(z) gelten muB. 


Ferner, ist a,,@,,@,,...,@,,... irgendeine Folge von reellen Zahlen, 
so ist nach einem Satze von Pringsheim**) die Reihe 


JS. (e> 0) 
) 


s (2; 


**) Quelques remerques sur la détermination des valeurs moyennes, Comptes 
Rendus de l’Acad. des Sciences de Paris 108 (1886), S. 980-987. Vgl. auch Rade- 
macher, Uber die asymptotische Verteilung gewisser konverg ugender Faktoren, 
Math. Zeitechr. 11, S. 276—288. 

) A.a. 0.*) S. 369, Theorem 2. 

%) Uber Konvergenz und Divergenz von unendlichen Reihen, Math. Ann. 85 
(1890), S. 297—394, insbesondere 8S. 329. 
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konvergent. Folglich geniigen die Konstanten 


a 


r 


Cc, = (y > 2) 
$+ _ 
log » ( ) 


“ 





. 


2 
ba 


il 
~ 


der Bedingung des Satzes II, und 


oe 
a, Y, (x) 


_ log » (x * i. 


umd 





ist wieder fast iiberall im Orthogonalitatsintervall konvergent. Da iiberdies 
1 
, $+¢ 
log » (2 a3) 
#= 


monoton gegen Null strebt, so gilt wegen des Kroneckerschen Satzes bis 
auf héchstens einer Nullmenge 


(21) 3 a9. (2) = 0 (log »(.5 at)”. 
y=1 


wail 





Diese Formel erreicht fiir a,=1 die Abschitzung (20) nicht ganz 
an Scharfe, doch kénnte man statt (21) leicht dieselbe Genauigkeit wie 
in (20) erhalten, wenn man statt des oben angewandten Konvergenz- 
satzes von Pringsheim gewisse logarithmisch verscharfte Sitze desselben 
Autors heranzége**). 

7. Die eben erhaltenen GréBenordnungen gelten auch ,,wesentlich 
gleichmaBig*, d. h. gleichmaBig in Mengen, deren MaB beliebig wenig unter 
dem des Orthogonalitatsintervalles liegt. Fiir (19), d.h. fiir 


» % ¥, (2) 
° v=1 

howd log n 
folgt dies einfach aus dem schon erwahnten Satze von Egoroff. Weiter 
mége etwa die wesentliche GleichmaBigkeit von (20) gezeigt werden. Es 
sei A, , die Menge, in der 


=0 


+ 


© 
~|- 


(22) |S’ (2)| <k-n¥ (logs) 


von einem gewissen n= n(z,k,1) an ist. Es ist 


A,ix< Ansa 





18) A.a. O. *) 8. 883. 
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und wenn 
‘ A,=4,,+4,,+4,, Toss 
gesetzt wird, so 
mA,=1, 
(20) fir «= ; fast iiberall gilt. Bei vorgeschriebenem positiven 5 gibt 

es also zu / ein &,, so daB 

4 
gi+1 
ist. Zur Abkiirzung sei A, , mit B, bezeichnet. In B, gilt also (22) 
fir k =k, von einem gewissen Index n=n(z,!) an. Nun sei B, ,, die 
Teilmenge von B,, in der (22) von n= an gilt. Da 


mA, ,>1— 


B,, + By + Big t+ .-- =B, 
und 
Bim < Biwi; 
so gibt es ein m= m,, so daB 
4 4 
mB, >™B,— a> la 


ist. Sei C,— B,,, gesetzt. Bilden wir endlich den Durchschnitt 
C=C,-C,-C,..., 
mC>1—4. 


Diese Menge C hat dann die Eigenschaft, daB es zu jedem « ein k = k(e) 
und ein n= n(k, 2) gibt, so daB 


so ist 


+e 


Swe) | <k(e)-m# (logn)' 
von n= n(k, 2) an fiir alle z, d.h. gleichmdafig in C gilt. 


IV. Eine allgemeinere Klasse von Funktionensystemen. 


8. Herr I. Schur machte mich darauf aufmerkam, daB die bisher er- 
haltenen Ergebnisse iiber Konvergenzen und GréSenordnungen ja auch in 
jedem Teilintervall des Orthogonalitatsintervalles fast iiberall stattfinden 
und daher or von einer Funktionsfolge gelten, die in einem gewissen 
Intervall (a ...6) definiert ist und deren Funktionen in einem gréBeren 
Intervall so > aa definiert werden kénnen, daB die erginzten Funk- 
tionen ein normiertes Orthogonalsystem bilden. Die Charakterisierung solcher 
za Orthogonalsystemen erginzbaren Funktionensysteme leistet der folgende 

Satz III (von Schur). Hine Folge von Funktionen f, (x), fy(x),..., 
die im Intervall (a ...b), 0<a<b< 1, gegeben und dort samt ihrem 
Quadrate im Lebesgueschen Sinne integrabel sind, lapt sich dann und 
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nur dann tu einem System von in (0... 1) normierten Orthogonalfunk- 


tionen g,(x), g,(2),-.. ergdnzen, derart, daB f,(x)}=g,(x) im (a... b), 
wenn die quadratische Form von unendlich vielen Variablen 


b 
FP (2,, 2, 25, -+-) = J (2, f, (2) + 2g fa (2) + % fy(x) + ...)*de 
im Hilbertschen Sinne beachrankt ist und die Schranke 1 besitzt. 


In der Tat, es sei 


b 
S u(x) f-(x)dx = c,,. 


Da nun f, (2) = g,(z) in (a... 6) und 


1 
1 
a ( y(z)dz= 


sein soll, so mu8 


; 1 — Cn, 
J 9u(x) g(x) dx + Son (x) g(x) de -{ Me 
sein. Die Formen 


b 
FP, (245 2p +++5 %q) = J (2, f, + tah + --- +2 f,) dx 
a 


und 
a 1 
G,, (z,, 2) 2 e.°9 Z,) =S+Jlas, + 259s Tose _ 2,9,) ax 


sind nichtnegativ. Ihre Matrizen sind 


Cy, Cog +> Gy 1—6€,, —G,--- —G, 
Co, Cog +--+ © —G, 1—G,... —@ 
° 21 “22 an . 21 3 an 
7. ; G,: ; 
(\Cn9 Cag ooo Gan —6,, —GQ.--- 1—¢,, 


Also ist 
F (2, 22, + sey Bp) + Ga (Bq, Za, «+5 Bn) = B+ B+ eee + 2a; 
und folglich 
O < Fa (a1, 23, ---, 2x) Sti teat... +e. 


Da diese Ungleichung fiir alle n gilt, ist F in der Tat beschrankt und 
besitzt die Schranke 1. 
Ist nun umgekehrt die Form F = 2 ¢,,z, 2, beschrankt und < Zz, 


so ist auch die Form 
C= Di — Due 
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nichtnegativ. Dann kann man aber nach einem Satz von I. Schur*’) in 
den Intervallen (0 ...a@) und(b... 1) Funktionen g, (x) bestimmen, so daB 
34, 
: ; Se" fir p= 

{9 (2) 9 (2) dx = fg. (x)9, (2) de — 





¢ 
— 7 fir w+» 


ist. Solehe Funktionen g,(2z) erginzen aber nach den schon angestellten 
Uberlegungen die Funktionen f(z) zu einem im Interval] (0... 1) nor- 
mierten Orthogonalsystem. 


Fiir die Anwendung des somit bewiesenen Satzes III auf die friiheren 
Ergebnisse braucht offenbar das Intervall (a...6) nicht notwendig im 
Innern von (0 ...1) zu liegen und die Schranke der quadratischen Form 
nicht gerade 1 zu sein. Zusammenfassend erhalten wir: 


Satz IV. Ist im Intervall (a...b) eine Folge von samt ihrem 
Quadrate integrierbaren Funktionen f, (x), f,(x),... gegeben und ist 


b 
F(2,, %,.--)=J (2, f, (2) + % fe(z) +...)*dx 


eine im Hilbertschen Sinne beschrankte quadratische Form von unendlich 
vielen Variablen, so gelten fast tiberall in (a...b) fiir die f,(x) die 
Konwvergenzaussagen der Sdtze I und II und die Abschdtzungen (19), 
(20) und (21). 


V. Lebesguesche Konstanten und Funktionen. 


9. Zu einem normierten Orthogonalsystem ¢, (x), p.(x),...,,(2),... 
fiihrt man nach Lebesgue**) die oberen Grenzen 9, (x) von 


ta(2) =! px(2) { 9 (y) Fly) dy 


ein, wobei als f(y) alle quadratisch integrierbaren Funktionen vom Be- 
trage |f(y)| <1 zugelassen sind. Es ist 


1 nm 1 n 

o,(2) = obereGrenze von { f(y) >) -(2)¢-(y)dy < {|>'e-(2) e-(y) |ay, 
0 y= 0 v=1 

und diese obere Grenze wird auch wirklich erreicht durch die Funktion 


f(y) = sign ( S’ p(x) 9-(y))» 


*”) Uber endliche Gruppen und Hermitesche Formen, Math. Zeitschr. 1 (1918), 
S. 183—207, Satz VII. : 


%*) Lecons sur les séries trigonométriques | Paris, 1906], 8S. 86 —87. 
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in der x als Parameter auftritt. Also ist 


i n 
(28) on(2)— ||’ o-()9(y) dy. 


Im Falle der trigonometrischen Funktionen erweisen sich die 9, (2) als 
von x unabhangig, nnd man spricht daher von den ,,Lebesgueschen Kon- 
stanten. Allgemein aber hatte man die ,,Lebesgueschen Funktionen“ 
o,(x) zu betrachten. Es sind fiir spezielle Orthogonalsysteme viele Unter- 
suchungen iiber das infinitére Verhalten der 0, (x) fiir wachsendes n an- 
gestellt werden, und zwar hat man, sobald 9,(z) von 2 abhingig ist, 
meist die Konstanten 
0,, = obere Grenze o, (x) 
vSe<1 

betrachtet. Im folgenden sollen nun mit den Methoden der §§ 1 und 3 
die Funktionen 9, (x) selbst abgeschitzt werden, was allerdings nur wieder 
bis auf eine Nullmenge gelingen wird. 

Solche Abschitzungen von o,(z) sind darum von Wert, weil das 
Wachstum der o0,(z) aufs engste mit der Darstellungskraft von Reihen, 
die nach den Orthogonalfunktionen des Systems fortschreiten, zusammen- 
hangt. Wenn f(z) eine Funktion ist, die sich durch lineare Verbindungen 
der y,(x) mit konstanten Koeffizienten (z. B. durch trigonometrische Poly- 
nome) beliebig gut approximieren |aBt, so mége f(x) als zum ,,Bereiche* 
des Orthogonalsystems gehérend bezeichnet werden. Dann kann man 
zeigen: Sind die Lebesgueschen Funktionen eines Orthogonalsystems gleich- 
maBig beschrinkt, so wird jede Funktion seines Bereiches durch die auf 
Fouriersche Art gebildete Orthogonalfunktionenreihe dargestellt. Wir be- 
weisen gleich noch mehr. Die Funktion f(z) mége sich durch ein lineares 
Aggregat der ersten n Funktionen des Orthogonalsystems bis auf eine ge- 
wisse Genauigkeit approximieren lassen: 


(24) f(z) — Sd a, 9, (2)| < en. 
v=1 


Wir betrachten die Reihe mit den Fourierkoeffizienten 


cy =JS f(y) o(y) dy. 


Dann ist 


S e9.(2) — Sag (2) | = If Soterotyy (ru) — 5% 9-(y)] ay] 


v=1 


< [| v(x) re(y)|-|Fy) - > a 9.(y)|dy < En On(%); 
“ v=1 
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also zusammen mit (24) 


it (x) — > 9,(2)| < &,(0,(z) +1). 


Hieraus ersieht man, daB auch bei wachsendem 9, (z) 


= 2% (2) 


sein kann, wenn nur die ¢, derart gegen Null streben, daB «, 0, (2) — 0. 
Auf diese Weise laBt sich ‘also die Theorie der Approximation reeller Funk- 
tionen durch Orthogonalfunktionen in den Dienst der Theorie der Reihen 
von Orthogonalfunktionen stellen. 


10. Zur Abkiirzung werde die Bezeichnung 


Sele) x) p(y) = K(m, n) 


v=m+i 


eingefiihrt. 
Um za einer Abschitzung der 9, (2) zu gelangen, gehen wir aus von 


r-1 27-3-1 1 r—-1 9?-3~-1 


fe > J J K(b- 2, beat 2h ‘)*dy) de — 5 2 i 


0 
~ Sorte =e (r an’ yor-*, 
j=1 


In der Doppelsumme unter dem fuBeren Integral sind alle méglichen 


Integrale der Form 
1 
fK(a,«')*dy 
0 
addiert, wobei («, «’) Zahlenpaare von folgenden Eigenschaften sind: 
Osa<a’<2, a=h-2’, «’ =a +27", 


Wir schreiben somit kurz fiir (25) 


ft 


Hieraus schlieBt man nun, da8 der positive Integrand 


[Sf xe «’)* dy| dx =(r —1)2”~* . 


(a,a")6 


1 
(26) D | Klee’ dy <(r—1) 2" + 


{a, a’) 6 


in einer Menge S, sein muB, deren Ma nicht unter 1 — = liegt. 
r 
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Ist nun m eine ganze positive Zahl, n < 2", so laBt sich n stets als 
Summe von gewissen der Zweierpotenzen 2°, 2’~*, ..., 2', 2° darstellen 
und somit K(0,n) als Summe von héchstens r der K(a,a«’). Wir 
schreiben etwa 


K(0,n)= SK («,«’), 


(a, a’) 


worin durch .)* die Auswahl aus den Paaren (a, a’) angedeutet werden 
mége. Dann ist 


(o,, (#))°= -(fixio.m n) dy) "< sfx (a, a’ )|dy) 


(a, a’) 0 


<1 S"(f leeds ie a 


(a,a) (a,@") g (a,a’) > 


=r) “fx (a, a” Nav sr Sfx (a, a’ 
(a,a") 9 (a,a') 9 
Diese Ungleichung gilt fiir alle n <2’. Die letzte Summe der Ungleichung 
ist nun in (26) schon abgeschitzt worden, so daB man im ganzen erhilt: 
Auf einer Menge S,, deren Ma8 nicht kleiner als 1 — - A 
, 


i+2e 


ist, gilt 





(27) 0, (2) - -Ve(r —1)2 r—1 pitt! Vy pat+2e gr"? 
sobald n <2". Es sei nun 


Ty — Sy -Sy+1°Sy+2 vee 


dann ist 


=?f,>1- > . 


1+2e’ 
r=N 


und in 7'y gilt (27) fir alle r>WN. Sei nun 
U=7,+7,+17,+..., 
mU =1. 


Jeder Punkt z, von U ist in einem 7'y mit niedrigstem Index N = N (z,) 
enthalten, und fiir r > N(z,) gilt dann 


so ist 


r—1 


(28) 0, (%) < rit*-2 2 


bei n< 2". Zu n>2”*-* gibt dann stets ein r > N(z,) von der Be- 
schaffenheit, daB n < 2" < 2m ist, so daB also aus (28) folgt: 


0, (%») < (log2n)***.¥n 


fir x, in U und n>2”*-*. Dieses Ergebnis sprechen wir aus als 
Mathematische Annalen. 87. 9 
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Satz V. Auer héchstens in einer Nullmenge des Orthogounalitats- 
intervalles gilt fiir jedes x die Abschdtzung der ,, Lebesgueschen Funktionen‘ 


(29) 0, (x) = O((log n)***-n*). 
Ist iibrigens irgendwie bekannt, daB die 0, (x) von x unabhangig sind, 


so kann man leicht eine etwas bessere Abschitzung erhalten: 


On = (J K (0, n)|dy)*= -(ff\K.0, n)|dxdy)* 


11 
<ffdzayffKco, n)*dady=n, 
v0 00 
(30) 0, = O(Vn). 


An einem Beispiele werden wir zeigen, da8 diese GréBenordnung auch 
wirklich erreicht werden kann. 


VI. Ein spezielles Orthogonalsystem. 
11. Man bemerkt leicht, daB man in (20) und (29) die GréBenordnung 


auf O(n* (log n)* (log log n)'**) herunterdriicken kénnte, wenn man, ohne 
den Gang der Rechnung zu dndern, die Reihe meade als kon- 


vergente Reihe von positiven Gliedern anstatt aan benutzte. An 
einem Beispiel wollen wir nun zeigen, daB in (20) gewiB nicht O(n), 
in (29) aber nichts Besseres als O(n?) stehen darf. 

Es sei e,(z) die »-te Stelle der dyadischen Bruchentwicklung von z, 
O<2<1. Als Funktion von z aufgefaBt ist e,(z) _— kon- 
stant in (0...1), und zwar ist e,(z) in den Stiicken — ’ f<2< .aa 





q=0,1,...2” —1, abwechselnd 0 und 1. Als System von iene 
funktionen fiihren wir nun ein 
(31) y, (z) = 2e,(z) —1 (y»=1,2,8,...). 


Da y,(z) im Intervall (0...1) abwechseind —1 und +1 ist, so ist 
y,(z) in der Tat normiert 


Sw. (x)*dx =1. 


0 
Ist ferner u < ¥, so ist 


1 
f vn (2) vr (2) de ae 


denn in jeder der 2“ gleichlangen Strecken der Konstanz von y, (2) gibt 
2°" gleichlange Strecken abwechselnden Vorzeichens von y,(z), so daB 
die Integrale iiber die Strecken der Konstanz von y, einzeln verschwinden 
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und somit auch das von ( bis 1 erstreckte Integral. (Das System der 
yy (x) ist tibrigens kein vollstandiges Orthogonalsystem, da z. B. w;(z)-y, (x) 
fir 4+ m4 zu allen y,(z) orthogonal ist. Die Vollstindigkeit eines Ortho- 


gonalsystems spielt aber in den vorliegenden Untersuchungen iiberhaupt 
keine Rolle.) 


Nun ist ~ m 
> v (2) = 2D>°¢(2)—n 
v=1 v=1 


gleich der Differenz der Anzahl] der Einsen und der Nullen in den ersten 
n Stellen der dyadischen Bruchentwicklung von z. Nach einem Satz von 
Hardy und Littlewood**) kann aber 


2 >) e,(x) —n = O(Vn) 
v=1 


nur in einer Nullmenge der x gelten, womit also gezeigt ist, daf die in 


einer Menge vom Mafe 1 giiltige Abschdtzung (20) nicht bis auf O( Vn) 
herabgedriickt werden kann. 


Ubrigens kann man aus (20) umgekehrt schlieBen, daf 


2 >" e,(x) —n=O(n' (log n)***) 
y=1 
auBer héchstens in einer Nullmenge der z sein muB, ein Resultat iibrigens, das 
schon auf direktem Wege und scharfer Hardy und Littlewood gefunden haben”) 
und zu dem ich an anderer Stelle auf einem dritten Wege gelangt bin*'). 


12. Die ,,Lebesgueschen Funktionen“ o,(z) des Systems {y,(2z)} 


definiert durch 
)= f| Swe vr (2) vr (y) | 


werden sich als von xz unabhingig herausstellen, so da8 man es in diesem 
Falle mit ,,Lebesgueschen Konstanten“ zu tun hat. 
Da die Funktionen y,(z) nur die Werte +1 annehmen, so kann 


5» y,(x)y,(y) nur ganzzahlige Werte annehmen. Und zwar mu8 stets 
v=1 


Sy, x) y,(y) =n(mod 2) sein, und man sieht genauer, da8 nur die Werte 
=1 


(32) —n,—n+2,—n+4,...+n—2, +n 


%) Some Problems of Diophantine Approximation, Acta Mathem. 87 (1914), 
S. 155—239, insbesondere 8.187, Theorem 1.47, und 8. 189, Theorem 1. 471. 

2%) A. a. O. Theorem 1.45, 8S. 185. 

21) A. a. O. *). 


9* 
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méglich sind. Es werde nun S'y> (2) vey) = Ky (es 9) bei festem 
x= 2, als Funktion von y betrachtet. In gleichlangen Intervallen der 


Linge MA ist sie konstant und nimmt dort einen der eben gekennzeichneten 


ganzzahligen Werte an. Wir fragen nun nach der Gesamtlange der Inter- 
valle eines gewissen Funktionswertes. Wir wollen diese Gesamtlangen 
einfach hintereinander nach der GréBenanordnung der in ihnen ange- 
nommenen Funktionswerte aufschreiben, wobei wir diese Funktionswerte 
als ohnehin bekannt nicht mehr zu erwahnen brauchen. Zu K, (z,, y) 
gehéren z. B. die Gesamtlangen 3, }. 

In jedes der 2" gleichlangen Teilintervalle, in denen K, (z,, y) gewiB 
konstant ist, fallen gerade zwei gleichlange Teilintervalle von w, , (25) Yn+1(y) 
von entgegengesetztem Wert. Die Halfte der Intervalle eines konstanten 
Wertes k von K,(z,, y) wird durch Addition von yn4:(%)Wa+i(y) zu 
den Intervallen des Wertes k-+-1 der Funktion K,,,(z,, y) geschlagen, 
die andere Hilfte fallt den Intervallen des Wertes k —1 zu. Daher bietet 
sich folgendes Schema fiir die Wertverteilung in den K,(z,, y) dar: 


] 1 
K,: 5° 5° 
a... “| Me . ‘ 
2 2 2 2 
l 1 a. ae l 
K;: 2”” Be a 3+ oe 23 


und allgemein 


‘n\ 1 bh 1 (* 


ax , 1 n\ 1 
(33) K,, (2%, y): \o) aa 1) 9a? (a) aor -+-> (ease 


was man sofort durch vollstandige Induktion bestatigt. Diese hiermit 
charakterisierte Verteilung des Wertevorrats auf die Intervallangen, oder 
die relative Haufigkeit eines Funktionswertes ist von z, vollig unabhangig, 
der Verlauf der Funktionen K,(2z,, y) ist aber erst durch die Anordnung 
der Intervalle konstanter Werte gegeben und hangt von z, ab. 

Wenn man den Wertevorrat (32) ins Auge faBt und seine in (33) 
angedeutete Verteilung hinzunimmt, so erschlieBt man ohne weiteres 


1 
(98) 04 (%) = {| Ku. y) dy 
= gen” 5) + (a —2)(*) +a a)(3) + +a) (m) 
2 


LéeJ 
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womit die schon behauptete Unabhangigkeit der o,(2) von z nach- 
gewiesen ist**). 

13. Was nun das Wachstum der o, betrifit, so zeigt sich zunichst, 
daB oom = Cem. ist, denn 


Com = geaf2m (1) + @m—2)('7) 4 (2m—4)(*)+...+2( 7")! 
aa at ) + (m —1)((?"~") 4 ee 
+ (m —2)((?7™~*) + (PO) +... + (Py) + Pe) 
” senna (2m —1)(°"') +(2m — s)(°"—") 4... sCSx) 
+ 1 «i ry = 0.0 1° 
Dagegen ist 
Cm si= gan (2m + 1) (7% ") 4 (am—1)(°™*") + (2m — 3)? 1") 
+1 (P™t1)h 
: wra(2™ 1) (7") + (2m —1) e) (?™)) 
+ cam — 9) (CP) + (2) +--+ 1) + CO) 
_ feilith staat eT ba) Oe 
=n t 5H (n): 


Da auBerdem 0, = 1, so ergibt diese Rechnung die neue Darstellung 


.: ar + 1 2m—2 
Cm-1= Crm = 14+ 5(3) toa(g) +4 92 m- ior g 


aus der unmittelbar hervorgeht, daB die 9, nie abnehmen bei wachsen- 
dem n. 


*) Diese Eigenschaft der Lebesgueschen Funktionen scheint unter den bisher 
daraufhin untersuchten Systemen nur dem System der trigonometrischen Funktionen 
‘vgl. Lebesgue a. a. 0.) und neuerdings vor allem G. Szegé, Uber die Lebesgueschen 
Konstanten bei den Fourierschen Reihen, Math. Zeitschr. 9, 161—166] und dem 
Haarschen Orthogonalsystem zuzukommen [ Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funk- 
tionensysteme, Diss. Géttingen 1909, auch Math. Ann. 69 (1910), S. 331-371). Es 
ist dort nicht besonders hervorgehoben, ergibt sich aber leicht aus den Betrachtungen 
Kap. III, § 2, daB die Lebesgueschen Funktionen o, (2) des Haarschen Systems von 
z und n unabhingig und simtlich gleich 1 sind. 





Cami t 2m +1 = So f(am+2) (0% — 
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Fiir den Zweck einer Abschitzung werde jedoch (34) noch auf eine 
andere Form gebracht. Es ist 


ten plone nO) +am—n 0 )4...41 


woraus durch Addition von 


2u+1 226+! 
q2™ ame nl 





2m+1= 


= Fa{2m +P") +(am4 int) +...+@mtyn ens) 


folgt 


2m+1\ 2m 


+--+ (2m +2)" FI 
= Adeyit + ot \+2 cc )+.. +(a+ 1) ea) 
+ (7) +.--+(2)} 


2m+1(/2m Spits ‘F 2m\ , ( 2m + +(")\ 
Q?™ {(c") =) .+(0)+(28) 4 2m) 


2m+1 {(°3") + 


gem! . v 


, 2m+1 (2m) 
= g?™ ~~, 
2m+1 (2m) 


j? 


2m+1- a \ 
gee \m / 
also 

2m+1 ie 


0 ~ 
-2m+1 9?™ m/* 


Dieser Ausdruck fiir g, eignet sich gut fiir eine asymptotische 
Approximation. Mit Hilfe der Stirlingschen Formel erhalt man 


? 0° 
, 8m+4 -— 
2m+1 (2m)! 2m+1 1 (2m) tim 6m , 
Com+t g?™ mim!  gim rs ttl “¢ (0<9,9 s)), 
0 o’ 
1 2m+1 im 6 as 
Crea = = =e "“~—Vm, 
vz ym Vv? 
und endlich, da 9, ., — 
20 
On a 


Hiermit ist in der Tat gezeigt, daB die Abschatzung (30) nicht ver- 
bessert werden kann. 

14. Das betrachtete Orthogonalsystem besitzt noch eine weitere be- 
merkenswerte Eigenschaft. Es gilt namlich in diesem Falle, hinausgehend 
liber unsern allgemeinen Satz IT: 
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Die Reihe 5 c,y,(x) konvergiert fast iberall in (0...1), sobald 
r=1 
nur 2 c° konvergent ist**). 
Der Beweis fiir diese Tatsache findet sich eigentlich schon in meiner 
in Anmerkung ") zitierten Arbeit (S. 283f.), er mége hier jedoch, auf den 
gegenwartigen Zweck zugeschnitten, in neuer Fassung dargestellt werden. 


Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man |c,| <1 fir alle 
y annehmen. Nun sei 


g-(x)= f(1+e,y,(t))dt (y=1, 2, 3,...). 
0 
Da der Integrand stets positiv ist, so sind die g,(z) monoton 
wachsende Funktionen, und zwar ist 
g-(0)=0, gy(1)=1. 
Sind 0 = 2, zi”, 2, ..., 20) = 1 aquidistante Teilpunkte (die End- 


punkte mitgezaihlt) des Intervalls (0...1) von der Anzahl 2”+1, so 
folgt aus der Definition der y,(z) unmittelbar 


(y) 
» 
Sv... (t)dt =0 (é=6,1,3, ....9. 
6 
was 
a”) 
(35) 9.43(24) = J (1 + Coss vos (8) )dt = af? 


zur Folge hat. Zwischen auieinanderfolgenden Teilpunkten 2!” und 2”, 
ist ferner g(x) linear, fiir g(x) sind also die Teilpunkte 2”) Knick- 
punkte der Funktion. Innerhalb eines der 2” gleichlangen Teilinter- 
valle gilt 

g, (%) = 1+ ¢ y,(z). 


Es soll nun mittels der g (x) eine Folge von gleichfalls monotonen 
und stetigen Funktionen f,(z) bestimmt werden. Es sei f,(z)=g,(zx). 
Ferner soll f,,;(2) mit f,(z) an den 2”+1 Teilpunkten x{” tiberein- 
stimmen, deren innere iibrigens Knickpunkte von f,(z) sein werden. 


%%) Es diirfte nicht geniigend bekannt sein, daB auch dem Haarschen Ortho- 
gonaleystem diese Eigenschaft zukommt. Denn ist 5 c* konvergent, so sind nach 
dem Riesz-Fischerschen Satze die c, die Fourierkoeffizienten einer integrierbaren 
Funktion f(z) in bezug auf das Haarsche System. Die Fourierentwicklung von 
f(z) nach den Haarschen Funktionen konvergiert aber iiberall da, wo f(x) gleich 
der Ableitung seines unbestimmten Integrals ist, also, nach Lebesgue, fast iiberall 
(vgl. Haar, a. a. O.**), Kap. Ill, § 2 am SchluB). 








136 H. Rademacher. 


Zwischen je zwei aufeinanderfolgende der so festgelegten Punkte von 
fe+i(z) aber soll das zwischen denselben Abszissen liegende Stiick von 
9,,,(%) eingespannt werden, indem es in seiner Ordinatenrichtung passend 
affin verzerrt und verschoben wird. Genauer ausgedriickt: Sind 2” und 


_ zwei aufeinanderfolgende Teilpunkte aus der Teilung des Intervalls 


.-1) in 2” gleiche Teile, und ist 2” <2<2),, so soll sein 
f,,,(@) =Ag,,,(z) +B, 


worin die Konstanten A und B so bestimmt werden, da& der Anschlu8 
an die schon festgelegten Punkte von f,,:(z) also an die Punkte 
(x, f(z) und (x), f,(xf),)) stetig erfolgt, was 


$+1'/ 
f, (2) )—-f, ef") Fee) Gn BE) — Fy EPs) Gon @E”) 


941 (ys) — Gy 41 2%") Gros (BE) — 9r41 &% 





f, 4, (2) =9,,,(#) 
oder wegen (35) 


(*)) 








. by ts) — ff”) ap”) a — fips) 2” 
(36) £,,,(@)=9,,,(2) = -") + .— () . 
41 % p43 — % 


ergibt. Diese fiir x <2<2\), definierten Funktionsstiicke schlieBen 
sich zu einer im ganzen Intervall (0...1) stetigen Funktion f,,,(%) zu- 
sammen. Zwischen den 2”**+-1 Knick- und Endpunkten von 9,4, (%) 
ist f,,,(#) differenzierbar, und zwar ist dort 

fae) —f, (af) 


fr4s(#) = 9/,,(%)-— i (v) = 9/,,(%)-f (2). 
M41 — 9; 


Da noch f, (2) = g, (x) festgesetzt war, so ist 





(87) fe(@) = J] 9, (2) = [] (1+ evn (2)), 

a=l1 ual 
woraus sich auch ergibt, daB alle f,(z) monoton wachsende Funktionen 
sind. Die f,(z) konvergieren gleichmaBig gegen einen Limes. Zwischen 
x und x), ist namlich f,(z) linear, da g,(x), g,(z),.--,9,(”) im 
diesem Intervall linear sind; daher laBt sich schreiben fir x’ < 2 < x), 


f(2s)—-f(2) tea, —£, (22) 2! 
” Zi=Z- bat. ; 
f, (x) a, a + 


Ti+ 








he ts i 
Also ist wegen (36) 

f, (af) —f, (af) 
f41(%) — f,(2) = (9,,1(2) — 2) = — 


*) _ 2) 


os oe i 


(38) fsa (%) — f,(%) = (9,41 (2) — %)-f (2 
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Einerseits ist nun 


Zz 
9o43(%) — B= Cogs Sf ¥41 (at, 
0 


und somit, wegen der Definition der p‘*’: 


1 
ai < grti . 


l9.4.(%) -zIS|ol—y 


Anderseits gibt es, da |c,| < 1 undc,-—+0, eine Zahl k, 0<k<1, 80 
daB |c,| < & fiir alle ». Aus (37) folgt daher, daB 0 < f/(x) <(1+k)” 
ist, so daB (38) ergibt 


|fevs(#) — fe(@)|< GER, 





woraus man durch Vergleich mit der geometrischen Reihe die gleich- 
maBige Konvergenz der f,(z) sofort abliest. Es sei 


lim f, (2) = f(z); 


f(z) ist eine monotone und stetige Funktion. Fiir diese Funktion ist 
es wesentlich, daB sie mit f,(z) an den Teilpunkten xi) iibereinstimmt, 
da die Funktionswerte an diesen Teilpunkten fiir alle auf f,(z) folgenden 
Funktionen festbleiben. 

Nun gilt der Lebesguesche Satz, daB jede monotone Funktion auBer 
héchstens in einer Nullmenge eine endliche Ableitung besitzt. SchlieBt 
man nun einen Punkt z in eine Intervallschachtelung ein, die nur ihn 
als gemeinsamen Punkt besitzt, so kann in z nur dann Differenzierbar- 
keit herrschen, wenn die Folge der zu jedem Intervall der Schachtelung 
gebildeten Differenzenquotienten konvergent ist. Jeden Punkt 2 nun, 
der nicht gerade der Nullmenge der endlichen dyadischen Briiche an- 
gehért, kann man in eine Intervallschachtelung einschlieBen, deren » - tes 
Intervall von zwei Teilpunkten x) und 2”), begrenzt wird. Der hierfiir 
gebildete Differenzenquotient von f(z) stimmt aber mit dem von /,(z) 
iiberein, der seinerseits gleich f/(z) ist. Also mu8, auBer héchstens in 
einer Nullmenge der z, der Limes von f,;(z) bei »—+0o existieren. Nach 
(37) heiBt das aber, daB 


(39) lim I 1 + ¢, y, (z)) = =ffa + ¢, py (2)) 

are, v=1 
auGer héchstens in einer Nullmenge existiert. Dabei wire dieses unend- 
liche Produkt, entgegen einer gebriauchlichen Terminologie, auch dann 
konvergent zu nennen, wenn sein Limes Null ist. 
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Nun war aber 5’c* oder, was dasselbe ist, de? y?(z) als konver- 
r=1 


gent vorausgesetzt. Uberall, wo (39) konvergent ist, mu8 daher 


(40) D> vr (2) 
v=1 


entweder konvergieren oder bestimmt gegen — oo divergieren. Letzteres 


kann aber auch nur auf einer Nullmenge geschehen. Denn > (—c¢,) y, (2) 
v=1 


ist eine Reihe von demselben Typ wie (40) und kann daher héchstens 
auf einer Nullmenge gegen -+- co divergieren. Somit ist (40) fast iiberall 
im Intervall (0...1) konvergent. 

Das hier betrachtete Orthogonalsystem teilt mit dem Haarschen die 
Eigenschaft, aus unstetigen, stiickweise konstanten Funktionen zu be- 
stehen. Im iibrigen zeigen aber die beiden Systeme ein durchaus ver- 
schiedenes Verhalten: Das Haarsche System ist vollstindig, seine Funk- 
tionen verschwinden auf beliebig langen Teilstrecken des Intervalls und 
besitzen simtlich nur einen Vorzeichenwechsel, die Funktionen sind bei 
hohem Index beliebig groBer Werte fahig und die Lebesgueschen Kon- 
stanten des Systems sind sémtlich gleich 1; unser System dagegen ist 
unvolistandig, seine Funktionen nehmen den Wert Nu!! nicht an, sind 
beliebig vieler Zeichenwechsel fahig, bleiben gleichma&Big beschrinkt, und 
die Lebesgueschen Konstanten wachsen in der gré8tméglichen Ordnung. 
Die Tatsache, daB zwei so verschiedene Systeme schon bei Konvergenz 
von 2 c* fast iiberall konvergente Reihen liefern, legt aufs neue die 
Frage nahe, ob nicht unser Satz II einer weiteren Verscharfung fahig sei, 
und insbesondere auch die Frage nach dem maximalen Ma8 der Diver- 
genzmenge einer Fourierreihe. 


(Eingegangen am 8. 10. 1921.) 


Allgemeine independente Aufliésung der 
Integralgleichungen erster Art. 
Von 


Ch. H. Miintz in Géttingen. 


Die Methode von Picard ')-Lauricella *) zur Bestimmung der (quadratisch) 
»kleinsten“ Lésung der Integralgleichung erster Art 


(1) *) SK (2, t) p(t)dt = f(e) 
bei vorgeschriebenen, quadratisch summablen K(s,¢) — auch unsym- 
metrische Kerne sind zugelassen — und f(s),*) JaBt insofern noch viel 


zu wiinschen iibrig, als sie die explizite Kenntnis sdmtlicher Eigenfunktionen 
yy(#) des zugehérigen, iibrigens definiten, linksiterierten Symmetralkernes 


(1a) K*(s,t)={K(r,8)K(r,t)dr 


voraussetzt: damit wird aber die voraufgehende Auflésung eines Problems 
notwendig, das i. a. wesentlich komplizierter ist als das gegebene (§ 6). 

Diesem Umstande sucht Herr Vergerio®) dadurch zu begegnen, da8 
er statt der g,(#) die in der Schmidtschen Dissertation (Géttingen 1905) 
benutzten iterierten Funktionenkomplexe heranzieht, aus denen die 9, (8) 
erst nacheinander bestimmt werden kénnen; eine eigentliche Vereinfachung 
wird so indessen nicht erreicht. 


*) Comptes Rendus 1909; Rendiconti Circ. Mat. Palermo 1910. 

*) Atti Acc. Lincei 1909, 1911. 

*) Die festen endlichen Integrationsgrenzen lassen wir tiberall fort. 

*) Es hat sich in der Literatur der stehende Ausdruck von einer ,nebst ihrem 
Quadrate summablen Funktion f(s)“ ausgebildet: eine jedenfalls reichlich pleonastische 
Wendung, da aus der Existenz von {f(s)*ds, bei endlichen Grenzen, auf Grund der 
auch fiir Lebesguesche Integrale giiltigen Schwarzschen Ungleichung sofort zuerst die 
Konvergenz von Si f(8)|-1ds folgt — daraus aber auch diejenige von S f(s) ds selbst, 
sobald nur die Vorzeichenfunktion sign f(s) meBbar ist, was hier [auch fiir K (8, t)} 
immer mitgemeint sein soll. 

5) Atti Acc. Lincei 1915. 
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Im folgenden geben wir zwei verschiedene Methoden zur vollstandigen 
Auflésung von (1) auf unabhdngigem Wege, d. h. ohne jede Kenntnis der 
Invarianten von K*(s, #). 

Die erste dieser Methoden (§§ i—2) eignet sich insbesondere fiir die 
Bestimmung aller Lésungen der homogenen Gleichung (§ 1): 

(2) J K(s,t)p(t)dt=0, 

die zweite (§ 3) ist mehr der inhomogenen Gleichung (1) angepaBt; in 
beiden wird fiir die Existenz der Lésungen je einmal der bekannte Fischer- 
Rieszsche Satz herangezogen. 

Man kénnte versucht sein, analog zum entsprechenden algebraischen 
Problem, nach einem lésenden Kern H(s,#) fiir (1) zu fragen, wie dies 
bekanntlich bei den Integralgleichungen zweiter Art gelingt: eine solche 
Methode existiert hier aber i. a. nicht (§ 5), auBer nimlich, wenn K (s, t) 
nur endlich viele linear unabhingige Funktionen von s umfa8t (und dann 
auch genau ebenso viele in ¢ (I. c.)). 

Dagegen l48t sich das Verfahren von §§ 1—3 auch bei den Integral- 
gleichungen zweiter Art anwenden (§ 4). 


§ 1. 


Die homogene Gleichung. 
Es sei 


(3) tty (8), @, (#),...,0,(8),... 
irgendein fest gewahltes vollstindiges System von normierten Orthogonal- 
funktionen des betrachteten Intervalls, und es mége die homogene 
Gleichung (2) zur Lésung stehen. 

Man hat jetzt fiir jedes n > 0: 


(4) 0 = fu, (s)def K(s, t)p(t)dt. 

Werden hier alle Ausdriicke unter den Integralzeichen durch ihre ab- 
soluten Werte ersetzt, so ergibt die zweimalige Anwendung der Schwarzschen 
Ungleichung — da auch {q(t)*dt mit meBbarem signg(t) existieren 
soll *) — ohne weiteres die absolute Konvergenz von (4), so daB eine Ver- 
tauschung der Integrationsfolge statthaft wird. Man erhilt so: 


(5) O= fo(t)dtfa,(s)K(s,t)de, 
also, nach Einfiihrung von 
(6) B,(t) = Sa, (s) K (2, t)ds, 


*) Die hier gegebenen Methoden lassen sich tibrigens auch auf einfach summier- 
bare Kerne und (1+ p)-fach summierbare Lésungen (p > 0) iibertragen. 
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das System von Bedingungen: 


(6a) O=fp(t)p,(t)dt; n>0. 

Erfiillt umgekehrt eine passende Funktion g(t) dieses letzte System, 
so kann man riickwarts aus (4) schlieBen, daB die Funktion fk (8, t)p(t)dt 
inbezug auf das vollstandige Grundsystem (3) lauter verschwindende Ent- 
wicklungskoeffizienten besitzt, also — wie verlangt — tatsichlich (bis etwa 
auf eine Menge vom Ma8e Null) verschwindet. 

Um nun alle m(¢) gemaB (6a) zu bestimmen, ersetzen wir das aus 
(6) explizit bekannte System der #,(#) durch das zugehérige orthogonali- 
sierte und normierte (kiirzer: orthonormierte): 


(7) Bo (t)s Br (#)s +++» Bn (B)s «+5 
wobei zwecks spiateren Gebrauchs (§ 2) jede etwa auftretende identische 
Null ausdriicklich an ihrer Stelle aufgefiihrt werden soll. Die Be- 
dingungen (6a) sind dann offenbar dquivalent mit 


(7a) O=Jp(t)pa(t)dt; n>0. 

Ist nun das System f,(t), was durch Zerlegung nach den Grund- 
funktionen «,(8) stets festgestellt werden kann, ein vollstdéndiges, so kann 
nur y(t) —0 als Lésung von (7a) und (2) gelten. Anderenfalls aber 


1aBt sich bekanntlich ein Erganzungssystem von orthonormierten Funktionen 
(Schmidt, Fischer - Riesz) 


(8) ot) ae 
i. a. auf mannigfache Weise, derart bestimmen, daB es mit den f, (¢) zu- 
sammen ein vollstindiges Grundsystem bildet. 

Jede dem Raume dieser y*(#) angehérende Funktion y(¢) ergibt nun 
eine Lésung von (2), und umgekehrt — womit das homogene Problem 
erledigt erscheint. 

Das System (8) braucht dabei durchaus nicht explizit ausgewertet zu 
werden, was wegen der i. a. sehr bedingten ,,Konvergenz im Mittel“ bei 
der Anwendung des Fischer- Rieszschen Korrespondenzsatzes nicht unwesent- 
lich ist. Von den Funktionen y*(t) kennt man namlich zunachst nur 
ihre Fourierkoeffizienten y,, in bezug auf die «,(#), und jedes y(#) ist 
seinerseits durch die Koeffizienten y, in bezug auf die y*(é) derart ge- 


geben, da& S92 konvergiert. Alsdann sind aber die Koeffizienten von 
y (#) in bezug auf die «,(¢) in absolut konvergenter Weise gegeben durch 


0...« 


Snax; die Bestimmung der zugehérigen Funktion verlangt daher nur 


eine einmalige Anwendung des Korrespondenzsatzes. 
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g 2. 
Ausdehnung auf f(s) = 0. 


Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von § 1 mége jetzt f(s) = 0 
eindeutig charakterisiert werden durch seine Koeffizienten: 


(9) a,=Jf(s)«,(s)ds 


Nach Einsetzen aus (1) erhilt man: 


a, = fa,(s)dsf K(s,t)p(t)dt 
= fp(t)dtfa,(s)K(s,t)ds =f p(t) p,(t)dt, 
und wieder ergibt sich riickwarts, daB f K( (s,t)m(t)dt nach Erfillung 
von (10) die gleichen Koeffizienten inbezug auf die «,(s) besitzen wiirde 
wie f(s), mit dem es dann also zusammenfallen muB. 
Nun lassen sich die orthonormierten Funktionen £, (t) explizit durch 
lineare Aggregate der entsprechenden n ersten £,(¢) in eindeutiger Weise 


ausdriicken, und umgekehrt’). Das Bedingungssystem (10) fiir y(t) geht 
so in ein dquivalentes iiber: 


(10a) be= f p(t) Balt)d 
worin die b,, 8, (t) bekannt sind, und man hat jetzt zweierlei zu fordern: 
1. fiir jedes £.(¢)=0 muB b, = 0 sein, 


(10) 


0...@ 
#2 ° 
2. > b, muB8 konvergieren. 


Dann aber ist die ,,kleinste“ Lésung g(t) nach dem Korrespondenz- 
satze eindeutig definiert durch die im Mittel konvergente Entwicklung 


0...@ 
(11) y (t)~ >) be Ba (t), 
und jede weitere Lésung ergibt sich natiirlich durch Addition irgendeiner 
Funktion y(#), die die homogene Gleichung befriedigt. 
§ 3. 
Spezielle Grundsysteme. 


Ist f(s) == 0, so kann es ohne Einschrankung der Allgemeinheit als 
normiert angesehen werden; auf mannigfache Weise la8t sich dann er- 
reichen, daB f(s) selbst an die Spitze eines vollstandigen orthonormierten 
Grundsystems «, (8) tritt, ohne daS man den Korrespondenzsatz anzuwenden 
braucht. Man kanr z. B. f(s) einem bekannten Grundsystem a,(s) vor- 


*) Die bekannten entsprechenden Ausdriicke schreiben wir hier nicht erst aus. 


(13) 
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anstellen und dann orthonormieren; weit einfacher aber csochoint das 
folgende direkie Verfahren. 

Fir f(s) = «,(8) bew. f(s) = — % (#) erfiillt schon das Schema (3) 
von «,(8) ab das gestellte Verlangen; in allen anderen Fallen ist der 
erste Entwicklungskoeffizient a, von f(s) inbezug auf das System (3) 
absolut kleiner als 1. Nunmehr stellt jede der beiden Folgen: 


(12) ao(s)=f(8); Be (8) = — @,(8) + 7 [m9 (8) + £(4)); 

y>0), 
(12) ap (8) = f(s); a, (8) =a,(8 s)+ >— a, \%(#) — f(s)); 
ein Grundsystem dar, das statt (3) genommen werden darf — die a, sind 
dabei wieder durch (9) definiert. 


Es geniigt, den Beweis fiir die zweite der Folgen (12) zu fiihren. 
Es ist: 


fe (a) a (a)de =a, + "(a —1)=0; 
] a, (8)a,(s)de = — i éy — i-_* + mene o —(} —2a,+1)= 
‘0 





3 
[ a,°(e)*de—1 —2;*~a,+ (7) (1—2a,+1)—1; 
“ 0 


d. h. das betrachtete System ist jedenfalls orthonormiert, und nur seine 
Vollstandigkeit steht noch in Frage. Man kann dieselbe direkt fiir jede 
(quadratisch summable) Funktion g(s) feststellen; einfacher ist es aber, 
zu zeigen, daB jede der Funktionen c,(s) von (3) dem Raume aller tp (8) 
angehért, was ebenfalls schon hinreicht. 

Die Fourierkoeffizienten von m #(¢) inbezug auf das neue Grundsystem 


der a, (8) sind offenbar: a,, = as —a,)=a,, mit der vollen Quadrat- 


summe 1, da es die Koeffizienten des normierten f(s) inbezug auf alle 
«,,(8) sind; «,(s) liegt somit im Raume (12); fiir die iibrigen «,(s) wird 
dies dann selbstverstandlich, da man aus (12) hat: 


(12a) a, (8) =a," (8) + ia, [f(#) — % (8)]. *) 


Inbezug auf das neue Grundsystem (12) hat f(s) offenbar die 
Koeffizienten : 


(9*) * E * 





*) Geometrisch gesprochen, entstehen die Systeme (12), (12) aus dem ersten 
Grundsystem «,(s) durch einfache Spiegelung an den Winkelhalbierenden von a, (3) 
und f(s). 








144 Ch. H. Miintz. 
setzt man also 
(14) Sag(s)K(s,t)ds=6,(t), n>0; 
wodurch das System der 4, (#) explizit definiert wird, so hat man: 
1=ff(s)"de=f f(s)def K(s,t)p(t)dt 

= f y(t)dtf f(s) K(s,t)de = f p(t) d,(t)dt; 
O=ff(s)a,(s)ds= f «;( daisies t)p(t)dt 

= f p(t)dtf «,"(s) )K(s, t)de = f p(t) (t)dt. 


Es geniigt also, ein passendes y(t) den letzteren a gemab 
zu bestimmen. Wird aber das System der 4,(¢), ohne 6,(¢), durch das 
aquivalente see mlaaa ts ersetzt : 


worin die 4, (t) demnach ebenfalls alle bekannt sind, so gehen die Be- 
ziehungen (14a) in die a iiber: 


(14a) 





79 


(15a) 1=Jfp(t)d,(t)dt; O=f p(t)d"(t)dt. 
Nun 1a8t sich 4, (t) Berechnung seiner Koeffizienten 
(16) db, = f d,(#) 4," (t) dt 


in zwei eindeutig bestimmte Summanden zerlegen: 


1...@ 
(17) 5, (t) ~ >) 4, 4,"() 
do (t) = 6,(#) — 5, (t). 


Ist hier die zu allen iibrigen 4," (¢) orthogonale Restfunktion do (t) 
identisch gleich Null, so hat man 


(17a) 4,(t)=45,(t), Jf p(t) (t)=0, 


im Widerspruch zu (15a); die vorgelegte Gleichung (1) ist dann also nicht 
lésbar. Hat man aber do (t)=0, 


(18) Jd (#)*dt= 3° >0, 

so findet man: 

(18a) 1, [ a(e) )d,(t) dt = t=, {83 (0) at - 1; 
es ist daher mit 

(19) (t) = a 5; (t) 


die kleinste Lésung von (1) gegeben, zu der dann jede Lésung y(¢) der 
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homogenen Gleichung (2) hinzugefiigt werden kann; zur Erledigung der 
letzteren nach § 1 kann natiirlich auch das hier benutzte Grundsystem 
wg (t) herangezogen werden; der Erganzungsraum aus allen y,,*(¢) fallt 
nach der Normierung von do (¢) zu 


(198) do (t)=4- Bo (t), o%=d>0, 
0 
mit der Erginzung zum Raume aller 4, (t), n > 0, zusammen. 
Die durch (18) gegebene notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Auflésbarkeit von (1) la8t sich expliziter ausschreiben: 


(20) 46? =[{fr(0)K(s,t)de} at _ Sf ace) a2 @at}> 0; 


da wegen (18) 6° niemals < 0 ausfallen kann, so ist offenbar 6° = 0 die 
notwendige und hir7eichende Bedingung fiir die Nichtauflésbarkeit von (1). 

Die eventuelle Eindeutigkeit der Lésung ist dann und nur dann ver- 
biirgt, wenn der Raum aller 4, (t) vollstdndig ausfallt; dazu ist hinreichend 
und notwendig, daB man aus (12) fiir jedes af(t), m>0, habe: 


(21) 1 = S'{f ec, (t) 99 (t)at}*. 


§ 4. 
Integralgleichungen zweiter Art. 


Die Auflésung der klassischen Neumann-Fredholmschen Integral- 
gleichung: 
(22) y(s) af K(s, t)p(t)dt = f(s) 
kann durch die Anwendung der oben gegebenen Methoden bedeutend ver- 
einfacht werden; es stellt sich heraus, daB man 1. den Kern K(s, ¢) mit- 
samt f(s) und m(s) nur auf einen Teilraum ¢ zu beschrinken braucht, 
der durch die Projektion des Raumes aller f«,(s)K(s,r)de auf den 
Raum aller f K(r, tha, (t)dt gegeben ist (n=0, 1, 2,...), welch 
letzteren Funktionenraume®*) bei Kernen, die in ¢ bzw. in s nicht abge- 
schlossen sind, selber schon Teilraume sind; 2. man braucht auch in ¢ 
nur Kerne von der speziellen halbfiniten Gestalt 


0...@ 0...0a+1 
(23) K(8,t)~ 3) a,(8) >’ enpty(t), >) chy <00 
n Pp n.p 


") Dieselben stimmen iibrigens mit denjenigen der adjungierten Eigenfunktionen 
%.(r) bzw. y, (r) tiberein. 
Mathematisebe Annalen. 87. 10 
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zu betrachten, die dann bei der Anwendung unendlich vieler Variablen auf 
zeilenfinite lineare Gleichungen fiihren (Toeplitz). 

Zunichst setzen wir in iiblicher Weise p(s) = f(s) -+Aw(s) in (22) 
ein, worauf 
(24) w(s) aS K(s,8) w(t) dt = f K(s,t) £(¢)dt = (2) 
allein zu lésen ist; y(s) wird so zur Summe zweier Funktionen aus dem 
Raume é der ¢(s) = { K(s,t)«(t)d¢ und ist demnach selbst in ¢ enthalten. 


Inbezug auf ein abgeschlossenes orthonormiertes Grundsystem £, (8) 
in &*°) hat man jetzt: 


(25) K(0,t)~ S'et(e)n,(t), 3’, (8)*<0; 


jedes »,(r) seinerseits kann explizit in eindeutiger Weise zerlegt werden 
in seine Projektion ¢,(r) auf den Raum aller én (r) und den Orthogonal- 
rest w,(r), so daB 


(25a) (8, (0,8)~ Soe Jeu(#) + ST ek, (8) w_(t) 
wird; beim erlaubten formalen Einsetzen**) in (24) verschwindet aber der 
auf die w,(#) beziigliche Teil identisch, da y(t) bereits selbst dem Raume 
der &°(t) angehért. 

Die Orthonormierung der ¢,(t) zu {2 (¢) fiihrt auf einen T'eilraum (Ss) 
des é* (t)- - Reames, die &* (¢) kann man sich also von vornherein als Gesamt- 
heit der (¥(t) vermehrt um den erginzenden Orthogonalteil £, (¢) denken; 


sowohl wy(s#) wie f (s ), letzteres explizit, kénnen wir in ihre Komponenten 
in bezug auf die Cf (t) und die orthogonalen Reste zerlegen; nun wird: 


K(0,t)~_S'[t2 (0) + (0)16,(8) +(o) = 


(26) pein t) + K(s,t)+ (a); 


f(s) = 8)+f(s); w(s)—y*(s)+ 0(s); 
(26*) y*(s)— rR t)w*(t)dt = ¢*(t); 
(26a) @(s)=f(s)+1f K(e,t)p*(t)de, 
) al 


also bleibt nur (26* 


lein aufzulésen. Hierbei ist, nach (26): 


(26b) K*(s,8) w Fanatt(e)e2(t), S abe < 00; 


*) Nicht zu jedem £(s) dieses Raumes gibt es dann (Picard) ein zugehérigee 
«(s): das bleibt hier aber ohne Belang. 


™) Es handelt sich nur um Angaben iiber die Fourierkoeffizienten. 
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da aber die Wahl der ,,Hauptachsen“ ¢*(s) im erhaltenen Raume ¢ an 
sich freisteht, so kann man schrittweise so verfahren, da8, von oy (@) 
(etwa = /*(s)] ausgehend, jedes weitere ¢* (s) durch Orthogonalisation 
von -,(8)= f,(8)K*(e,t)ds in bezug auf f7(s8),...,6%4(8) ge- 
nommen werde — beim eventuellen Abbrechen gehe man ebenso von 
einem neuen ¢*(s) aus, bis man etwa wieder auf 0 oder den friiheren 
Raum kommt, usf. Der Kern K(s,t¢) wird so in natiirliche orthogonale 
Bestandteile zerlegt**), inbezug auf welche allein die Gleichung (24) be- 
trachtet zu werden braucht; f(s) wird hierbei mitzerlegt, m(s) aber folgt 
von selber in die gleichen Teilraume — bei jedesmaligem endlichen Ab- 
brechen wird die zugehérige Teillésung sogar elementar bestimmbar. Jeden- 
falls werden nun die Bestimmungsgleichungen fiir die Fourierkoeffizienten von 
y*(s) zeilenfinit, auch brauchen sie nur inbezug auf das erste Teilsystem 
te (8) - f* (8), nate Ns os od aufgestellt zu werden — die iibrigen ent- 
sprechen den homogenen Integralgleichungen (22), die fiir allgemeine 2 
nicht beriicksichtigt zu werden brauchen. 


§ 5. 
Niehtexistenz lésender Kerne. 

Das algebraische Analogon zu (1) ist das lineare System /, 'SK., > 
mit der Auflésung in regulairen Fallen — auf die man durch Reduktion 
immer zuriickkommen kann — durch 4, = ‘SH, 9, Es fragt sich daher, 
ob fiir (1) ebenfalls eine Lésung von der Form 
(27) p(t)= f H(t,r)f(r)dr, 


eventuell mit passend abgednderten endlichen Integrationsgrenzen a’, b’ 
fiir r allein, gefunden werden kann, ahnlich wie bei (22) ein solcher Uber- 
gang vom Endlichen aus bekannt ist (Fredholm, Hilbert). Setzt man 


(27a) J K(s,t)H(t,r)dt=G(s,r), 
so miiBte demnach ein G(s,r) existieren, fiir welches bei beliebigem f(s) 
(27b) J G(s,r) f(r) dr = f(s) 


wire, sofern nur f(s) in (1) eine Lésung zulaBt, also dem Raume é aller 
& (¢)= J K(s, t) a, (t)dt angehért. Ist nun dieser letztere Raum endlich- 
dimensional, d. h. stellt K(s,#) bei beliebigen ¢ nur endlichviele linear 
unabhingige Funktionen von s dar, so besitzt £ ein endliches orthonor- 


12) Die Fredholmsche Nennerdeterminante D(A) ist das Produkt der so ent- 
stehenden Teildeterminanten D,(4), der lésende Kern von K(s,t) die Summe der 
légsenden Kerne seiner Teile, usf. 

10* 
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miertes Grundsystem fo (8), --+» fa (#), und die Lésung des Problems wird 
elementar: man hat nur zu setzen 


1..." 
(270) G(a, n= Se itr), Alter) = SA, (8) f(r) 


und alle A,(¢) direkt aus (27a) zu bestimmen, indem man dort noch 


(27d) K(s,t)= > f"(s) 9.(#), g(t) = S (rn) K(r,8)dr 


einfiihbrt — die direkte Auflésung *) versagt dann nur fiir den Fall der 
linearen Abhdngigkeit aller g,(t); letztere laBt sich aber stets vermeiden, 
indem man dann in (27d) einfach von vornherein die g,(¢) orthonormiert 
und andere f. (s) in entsprechend verringerter Anzahl einfiihrt. Von eigent- 
lichem Interesse ist also nur der Fall n = oo; die Fourierkoeffizienten G 
von G(s,r) in bezug auf alle fp (8), f, (t) sind dann wegen (27b) alle 
gleich 1 fiir p=, und sonst gleich 0; folglich wird 


(28) Sf @(e,t)*dedt = S'G3, =x, 


ein quadratisch summables G(s,¢) existiert also nicht'‘), demnach auch 
kein entsprechendes H (s,¢), w.z.b. w. Gerade dieses Fehlen der lésenden 
Kerne zwingt hier im allgemeinen Falle (§§ 1—3) zur Anwendung des 
Fischer-Rieszschen Korrespondenzprinzips: p(t) kann dabei auch bei stetigen 
K(s,t) effektiv bloB quadratisch summabel ausfallen. 


§ 6. 
Vergleich mit der Auflésung von K* (x,t). 


Die Picard-Lauricellasche Methode (s. 0.), bei der zuletzt natiirlich 
ebenfalls der allgemeine Korrespondenzsatz benutzt wird, verlangt fiir (1) 


"*) Sind g,, dic Fourierkveffizienten von g,(¢) in bezug auf das orthonormierte 
System g*(t), so sind die entsprechenden Koeffizienten von hy, (t) fiir das gleiche System 
einfach gegeben durch das Schema der kontragredienten Matrix || hyq|| = Nderll-*- 


“) Fir f, (#) = cos vs, K(s,t)=cosst, 0=s,t<22, hat man z. B. x G(s,t) 
1...@ _# 


~ 5 cos vs cosvi~ 5 5S oos (s+ 0) + cos » (s—t)], was aber stets divergiert. Aller- 


dings gilt hier fir 0 < ere: oo, trotz der Divergenz von J cos st cosrtdr, die 


Fouriersche Integrallésung = H(t.) =cosrt, natiirlich ohne quadratische Integrabi- 


jitat; bei unendlichen Intervallen kénnen also unter Umstinden lésende Kerne exi- 
stieren, auch wenn K(s,t) in bezug auf s nicht finit ist. Nach dem Integralsatz von 
Cauchy gilt eine ahnliche Bemerkung auch fiir komplexe geschlossene Wege. 
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die voraufgehende explizite Bestimmung aller Eigenfunktionen des definiten 
linksiterierten symmetrischen Kernes K*(s,t). Der wohl einfachste Weg 
zur wirklichen Ausfiihrung einer solchen Bestimmung diirfte der folgende, 
vom Verfasser an anderer Stelle gegebene sein**): man gehe von einem 
volistandigen orthonormierten Grundsystem «, (8) aus und bestimme nach- 
einander die Systeme 


(29) uf (s) = f K*(s,t) o*-" (8) dt (N>0) 
mit ihren jeweiligen Orthonormierungen 
(29*) atte). emia), .. «5 UBD ss 


dann konvergiert das Schema (2{*) gleichmafig gegen ein Grenzsystem 
(30) 7, (8) =lim af (a), 
N=2 


das genau alle gesuchten Eigenfunktionen darstellt. 

Dieses Verfahren, das iibrigens bei nichtdefiniten symmetrischen Kernen 
nur wenig zu modifizieren wire (1. c.), erfordert im allgemeinen einen sehr 
viel gréBeren Arbeitsaufwand, als etwa dasjenige fiir (1) in § 3; die hier 
gegebenen direkten Methoden der Auflésung einer beliebigen Integral- 
gleichung erster Art diirften daher tatsiichlich eine wesentliche Liicke der 
bisherigen Theorie ausfiillen. 


Géttingen, den 10. November 1921. 
%) Vgl. Gittinger Nachrichten, 1917: ,Zur expliziten Bestimmung ... der Eigen- 
funktionen“, sowie die Ausfiihrung dieser Note in den Warschauer Prace Matematyczno- 
Fizyczne, 1918: ,,.Das Hauptachsenproblem ... der symmetrischen Integralgleichungen*- 


(Eingegangen am 9. 12. 1921.) 








Uber ein Beispiel von L. Vietoris zu den Hausdorffschen 
Umgebungsaxiomen. 


Von 


Heinrich Tietze in Erlangen. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit’) iiber ,,Stetige Mengen“ hat 
L. Vietoris fiir die bekannten Hausdorfischen Axiome des Umgebungs- 
begrifis (s. u.) folgendes Beispiel angegeben: Die ,,Punkte‘‘ des betrach- 
teten ,,topologischen Raumes“ R seien die ganzen rationalen Zahlen 
0,+1,+2,.... Eine Umgebung U(z) des Punktes x bestehe aus allen 
Zahlen y, so dab y=2z(modm), wo m eine die betreffende Umgebung 
kennzeichnende ganze positive Zahl ist. Offenbar geniigt dieses Beispiel 
den Hausdorffschen Axiomen*): 

(A) Jedem Punkt z entspricht mindestens eine Umgebung U(z); jede 
U(a) enthalt z. 

(B) Zu zwei Umgebungen U(x), U(x) von x gibt es eine in ihrem 
Durchschnitt enthaltene u” (x). 

(C) Liegt y in U(2), dann gibt es eine in U(2) enthaltene Umgebung 
U(y) von y. 

(D) Zu zwei verschiedenen Punkten x + y gibt es punktfremde Um- 
gebungen U(x), ll (y). 

Bekannte Satze der Zahléntheorie erhalten in diesem ,,Raum“ eine 
eigenartige Gestalt, z. B.*): Die Menge der Primzahlen hat als (einzige) 
Haufungsstellen +1 und — 1. 

So merkwiirdig dieser Raum R auf den ersten Blick erscheint, so ist 
es doch méglich, in ihm Entfernungen einzufiihren, aus denen der Um- 
gebungsbegriff ableitbar ist, und zwar Entfernungen, die der bekannten Drei- 


*) Monatshefte fiir Math. u. Phys. 31 (1921), S. 173—204. 

*) Uberdies, wie Vietoris, 1. c. 8. 174, bemerkt, den Hausdorffschen Abzihibar- 
keitsaxiomen (E) und (F). Vgl. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre (1914). 
S. 213, 263. 

*) Vietoris, J. c. Anm. 3. 


H. Tietze. Zu den Hausdorffschcon Umgebungsaxiomen. 15) 
ecksungleichung geniigen‘). Hierzu werde mit (y(m))! die gréBte in n 
als Faktor enthaltene Zahl der Folge 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, ... bezeichnet”) 


und als Entfernung der Zahlen z,y die Zahl a9 == 


(=i) = 0). In jeder Menge, die alle zy < o (g > 0) erfiillenden Punkte 

y umfaSt, ist dann eine U(x) und umgekehrt in jeder ll(xz) eine Menge 

zy<o enthalten*). Bedeutet ferner Max(u,wv) die kleinste Zahl, die 

=u und >v ist, und Min (u,v) die gréBte Zahl <u und <1», s0 ist 
y(a+ 6) = Min(y (a), y(5)) 

und fiir irgend drei Zahlen z, y, z 


— 1 
= — - < a 
vy y (y—a) = Min (y (y —z), 7 (z—2)) 


eingefiihrt 


= Max (zy, 72), 


also erst recht, wie behauptet: 


(*) y 

Das Beispiel von Vietoris lat sich leicht auf ein d-dimensionales 
Punktgitter R iibertragen, wenn unter einer Umgebung eines Punktes x 
irgendein x enthaltendes d-dimensionales Teilgitter von R verstanden wird. 
Werden dann alle den Nullpunkt o von R enthaltenden d-dimensionalen 
Teilgitter in eine abzihlbare Anordnung G, = R, G,, G,, ... gebracht, so 
werde mit I, das den Gittern G,, G,,..., @, gemeinsame d-dimensionale 
Gitter bezeichnet (oder fiir » > 1 allgemein irgendein in diesem und in I’,_, 
enthaltenes d-dimensionales Gitter), ferner mit y(y) der gréBte Index », fiir 
welchen der Punkt y dem Gitter I, angehért. Bedeutet dann y — x den Gitter- 
punkt der zu o so liegt, wie y zu 2 (Vektorsubtraktion) und wird die Entfernung 


L2-+ zy. 


AN 


ry= rears gesetzt, so gelten obige Bemerkungen unverandert auch fiir 


diesen Fall, aus dem der friihere durch einfache Spezialisierung fiir d = | 
hervorgeht. 


Erlangen, 14. 1. 1922. 

*) Und zwar nicht nur in der allgemeineren von M. Fréchet, Rend. d. Circ. Mat. 
di Palermo 22 (1906), 8. 18, fir die ,,classes (V)“ geforderten, sondern in der 
aiblichen scharferen, unter (#) angegebenen Form. R& gehért also zu den von Fréchet 
als ,,classes (E)“ bezeichneten Raumen. 

5) An Stelle von k! kénnte irgendein Vielfaches Mj; des kleinsten gemeinsamen 
Vielfachen von 1, 2,..., & treten, so daB M,=1, My,,=0(mod. M,). 

*) Die U(x) und die durch 7¥ < o gegebenen Mengen U(z; 0) bilden demnaeh 
im Sinne Hausdorffs (1. c. S. 261) ,,gleichwertige‘’ Umgebungssysteme. 


(Eingegangen am 16. 1. 1922.) 








Ober uneigentliche Somen. 


Von 


H. Beck in Bonn. 


1. In einer Arbeit ,,Ober lineare Somenmannigfaltigkeiten“*) hat sich 
der Verfasser u. a. mit dem Begriff des reellen uneigentlichen Soma des 
Euklidischen Raumes befaBt. Wahrend einem eigentlichen Soma ein 
Koordinatensystem zugeordnet werden kann, d. h. ein geordnetes Tripel 
dreier Speere durch einen Punkt, wird ein uneigentliches Soma als geord- 
netes Tripel (orientierter) Richtungen gedeutet, eine Auffassung, die sich 
schon bei Study*) findet. 

Nun hat kiirzlich E. Kosiol eine interessante Deutung der reellen un- 
eigentlichen Somen des hyperbolischen Raumes gegeben*). Diesen lassen 
sich durchaus liickenlos umkehrbar eindeutig zuordnen die orientierten 
Gewinde. Ein Gewinde wird dabei orientiert genannt, sobald seine Haupt- 
achse es ist. 

Es fragt sich nun, ob Spuren dieses Zusammenhanges zwischen un- 
eigentlichen Somen und Gewinden sich in den Euklidischen Raum hiniiber 
gerettet haben. Diese Frage werden wir bejahen und dann das patho- 
logische Element aufdecken, welches diesen noch vorhandenen Zusammen- 
hang seines praktischen Nutzens beraubt. DaB die anzustellenden Uber- 
legungen trotzdem von erheblicher Tragweite sind, wird am Schlu8 an- 
gedeutet. 


2. Das Soma hat acht homogene Koordinaten 
Ko : Koy : Xog : Log : Lies : Rog? Xs Xy2, 


*) Math. Annalen 81 (1920). 
*) Sitzungsberichte der Berl. Math. Ges. 12 (1913), S. 50. 
*) Grundlagen der Kinematik im hyperbolischen Raum. Diss. Bonn 1922. 
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die der quadratischen Relation geniigen 


(1) y (ZR) — Ey Lien + ZorXes + Kore: + XegFis = 0. 


Es heiBt eigentlich, solange der Ausdruck (%/¥) + 0 ist. 
Datei ist hyperbolisch: 
(2h) (¥/%) — Ey + Foy + on + Hag — * Sian — * Nas — *°H gy — ** Ey, 
Euklidisch : 
(2B) (£/%) = Xy + Xo, + Bon + Zoe, 
wenn das absolute Polarsystem durch die Formelin gegeben ist: 
Punktkoordinaten: 2,y, — x*z,y, — x*2,y, — **%,y, = 0. 
Ebenenkoordinaten: — x*z,, + 12,9, +2202 +1230, = 0. 
(h): x>0. (E): *«=0. 
Durch ,,Verkiirzung**), d. h. durch Fortlassen der beiden Koordinaten 
X, und X,,, entsteht aus dem Soma % (im allgemeinen) das Gewinde Z. 
Koy ? Kog : Log : Xqy : Xp, 2X ye, 
wobei der Querstrich iiber ¥ an den VerkiirzungsprozeB erinnern soll. 
Entsprechend in den beiden Symbolen (¥¥) und (%/%), von denen also 
das erste beispielsweise nur drei Glieder abkiirzt. 
Insbesondere bestimmt das wneigentliche Soma X das Gewinde % 
stets eindeutig. Alleinige Ausnahme das Soma 
0:0:0:0:1:0:0:0. 
3. Das Gewinde % werde in bekannter Weise auf einen Punkt eines 
R, abgebildet. In diesem liegt die singularitétenfreie M; von der 
Gleichung (¥X) = 0, sowie die M; von der Gleichung (Z/%) = 0. Letztere ist 


singularitatenfrei; Es gibt mit singularer Ebene be- 
ein Inneres (¥/%) > 0 und haftet. Die Form (%/2) ist 
AuBeres (X/%) < 0. positiv definit. 


Ein Punkt X des R,, der nicht auf Mt! liegt, bestimmt in bezug auf 
diese einen Polar-R,, und dieser wieder in bezug auf M: einen Pol, 
der mit % immer durch eine Gerade verbunden werden kann. Sie trifft 
M? in zwei Punkten 


einer auBerhalb, der eine liegt auf der M;, 
der andere innerhalb t.. der andere nicht. 


*) Lineare Somenmannigfaltigkeiten, 8. 189. 
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Der zweite dieser Punkte wird als Hawptachse U des Gewindes X ge- 
deutet, der erste als Nebenachse. Diese Herleitung verdient vor einer 
gleichfalls sehr eleganten, wohl von Study herriihrenden den Vorzug, da 
sie auch fiir Réume anderer Dimensionszahi anwendbar ist. Sie findet 
sich zuerst bei W. Kniebes') (n= 8) und hat kiirzlich auch fiir n — 4 
eine tiberraschende Anwendung bei H. Liicking*) gefunden. 
Die Hauptachse & des Gewindes X ermittelt sich demnach als 
Wo, = 0X4, — x*rk,,, 
UW, = 0€,,+tX;, 
wobei o und t aus den beiden Bedingungen 


(3) (é,&, t= 1, 2,3; 2,3,1; 3,1, 2) 


(4) (WW) = (o® — x*x*) (ZX) 4 2or(X/X) = 0, 
(5) (WM /M) — (o* - x*x*) (z %) — 2x*%o0r(%X)>0 


bis auf einen Proportionalitatsfaktor eindeutig bestimmt sind, im Eukli- 
dischen Falle sogar rational. ((%/X) + 0.) 
4. Fiir die Hauptachse des zum uneigentlichen Soma X gehérigen Ge- 


windes ¥ hat man Ayperbolisch 
(6h) G,, = «*Z,.,%,,; — #*Z_z,;, GW, = 0 * Zc, F,, + Ze Xeis 


also o = x*X,,,, t= X,. Da aber o und + aus (4) und (5) bis auf einen 
Proportionalitatsfaktor bestimmt sind, so haben wir hier eine erste lineare 
Gleichung fiir %, und &,,, 
(7) oX, — x* 1X, = 0. 


Weiter ist dann 


OW 3 »2 2 »2 3 3 . . 3 
(W/W) = 2° (Xo +x Fg) = * (Fyego+ Xt) - 


Durch die willkiirliche Festsetzung 


(8) VH/% - x (tX_ + OX,95) 


hat man eine zweite lineare Gleichung fiir %, und X,,,. Da jetzt die 
Hauptachse des Gewindes % orientiert ist, 1aBt sich also aussprechen: 
Durch das orientierte Gewinde ist ein wneigentliches Soma & ein- 
deutig bestimmt. Im Falle, daB das Gewinde X selbst uneigentlich ist, 
(¥/X)=—0, (XX)=— 0, versagen die Gleichungen (4) und (5). Trotzdem 
wird eindeutig X, = %,,, = 0. Das Gewinde ist zu sich selbst entgegen- 


*) Ein zweidimensionales Analogon zur Pliickersechen Liniengeometrie. Diss. 
Bonn 1922. 
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gesetzt orientiert und besteht aus den Treffgeraden einer Tangente der 
absoluten Fiache. 

Das uneigentliche Soma hat noch einen ,,Mittelpunkt“, nimilich einen 
der Endpunkte der Hauptachse des zugeordneten Gewindes. 

5. Das Wesentliche an dieser Herleitung ist, daB es in der hyper- 
bolischen Geometrie gelungen ist, die Gleichungen 


(9h) by yer x" Eres _ aie (2/2), 2 Xo Lies a (22%) 


eindeutig nach X, und %,,, aufzulésen. Im Euklidischen Falle reduzieren 
sie sich auf’) 


(9E) x — — Xo, — ea — Ree: Xo Xie3 = — Xo, Xyq — Log Xs, — Log Ere - 
Ist (¥/%) — X), + Xo, + Xo, + 0, 80 ist alles in Ordnung. Nach Ver- 


eindeutig. Die Hauptachse (6h) wird aber in der Grenze nicht die Zukli- 
dische Hauptachse des Gewindes, sondern deren absolute Polare, also die 
Nebenachse. Diese enthalt auch noch (in einem ihrer Schnittpankte mit 
dem absoluten Kegelschnitt) den Mittelpunkt des uneigentlichen Gewindes. 
Durch ihn wird also die Nebenachse orientiert und damit auch die Zukli- 


dische Hawptachse. Diese entsteht durch Grenziibergang aus der hyper- 
bolischen Nebenachse 


(10h) Wy; = XoXo t+ ** Xie Ey, Wy, = LyXy: — Eros Xoi- 
Fiir diese ist a 
(WM) — — (Xp + *"Eise)”s 
so daB in der Grenze nach Beseitigung eines gemeinsamen Faktors X, 
herauskommt vines jor 
Vue — V¥/z. 

6. Nun treten zwei Ubelstinde auf. Das uneigentliche Soma X kann 
im Euklidischen Raum fiir %,+ 0 nicht reell sein. Der Zusammenhang, 
wonach einem uneigentlichen Soma auch des Euklidischen Raumes ein 
orientiertes Gewinde zugeordnet werden kann, besteht also noch, aber er 
tritt nur im imagindren Gebiet auf. 

Ist aber ,=— 0, so laBt sich X,,, aus der zweiten Gleichung (9 E) 
nicht mehr, auch fiir reelle Somen nicht, berechnen; beide Gleichungen (9 E) 
werden jetzt (X,, — X,, = X,, = 0) identisch erfiillt. In diesem Falle kann 
man ein und demselben (reellen uneigentlichen) Gewinde 0:0: 0: ,, : ¥,, : X14 
zuordnen oo* uneigentiliche reelle Somen 0:0: 0:0: Ey95 : Xqg : Xp, : X44, und 


*) Abgesehen von dem schon oben erwahnten Ausnahmefal), 
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umgekehrt, abgesehen von dem bereits mehrfach erwahnten Ausnahmefall. 
In diesen Fallen mu8 es einstweilen bei der Studyschen Deutung bleiben. 

7. Damit ist die Angelegenheit indessen noch nicht erledigt; man 
kann den co* uneigentlichen Somen des Euklidischen Raumes zuordnen 
die Minimalgeraden des Euklidischen Raumes (X, = X,, = X. = X,, = 0). 

In der Tat ist das restlos méglich, wenn man die ,,Minimalgerade“ 
durch zehn homogene Koordinaten darstellt; sie wird dann besser Minimal- 
kreis genannt. Es hiangt das damit zusammen, da8 auf einer singulari- 
tatenfreien M; die Polarebenen der Erzeugenden (und damit diese selbst ) 
ein quaternires Gebiet bilden. Dariiber demnichst mehr. 

Sodann wird die Aufmerksamkeit auf die orientierten Gewinde als 
Raumelemente gelenkt. Diese lassen sich in duBerst einfacher Weise 
wohlbekannten Figuren zuordnen, die der Anschauung auch nicht die ge- 
ringste Schwierigkeit bieten, nimlich den orientierten Linien- bzw. Flachen- 
elementen, die damit ebenfalls Bilder uneigentlicher Somen sind. Auch 
dieser Gegenstand, der auch fiir die Liesche Kugelgeometrie fruchtbringend 
ist, soll demnichst zur Behandlung kommen. 


Bonn, den 27. Dezember 1921. 


(Eingegangen am 30. 12. 1921). 
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Einleitung. 


Das den beiden Hauptteilen voraufgeschickte, einleitende J. Kapitel 
behandelt das Auftreten von Geweben'") oder Kurvennetzen ohne Um- 
wege im Zusammenhang mit solchen Fliachen, die, ohne selber Linien- 
flachen zu sein, auf Linienflachen abwickelbar sind. Insbesondere wird 
in § 1 der meines Wissens bislang nicht bekannte Satz bewiesen, daB der 
eine Mantel der Evolutenfldche eines von Asymptotenlinien gebildeten 
Gewebes stets Biegungsfldche eines geraden Konoids oder, was auf das- 
selbe hinausldujt, einer Binormalenflache ist. 

Das II. Kapitel umfaBt den ersten Hauptteil der vorliegenden Unter- 
suchungen und entwickelt eine Anzahl geometrischer Beziehungen, die 
sich an die isometrische Deformation des gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloids kniipfen. Den Ausgangspunkt bildet dabei ein Problem, zu 
dem die Betrachtung des Bonnetschen Ausdruckes fiir das Kriimmungs- 
ma8 einer Fliche den AnlaB liefert: Die Frage nach den rechtwinkligen 
Kurvennetzen auf einer Flache, denen die charakteristische Eigenschaft 
zukommt, daf in jedem Knotenpunkt die geometrischen Ableitungen der 
beiden geoddtischen Kriimmungen, jede genommen ldngs der Kurve der 
anderen Schar, den gleichen Wert haben. Wir zeigen, da8 auf der Kugel 
die Ermittlung dieser Orthogonalsysteme, die wir als Systeme I" bezeichnen, 
sich als Tschebyscheffsches Bekleidungsproblem fiir eine gewisse quadratische 
Differentialform darstellt, und schlieBen daraus bereits auf die analytische 
Aquivalenz unserer Aufgabe mit dem Biegungsproblem fiir das Paraboloid 
z=zy. Die weiteren Entwicklungen, die sich an dieses Ergebnis kniipfen, 
fiihren zu einer Konstruktion der Biegungsfliche des Paraboloids auf Grund 
eines als bekannt vorausgesetzten I"-Netzes auf der Kugel und férdern 
im iibrigen eine Reihe anschaulich-geometrischer Tatsachen zutage, bei 
denen die Mannigfaltigkeit der Beziehungen zu anderen differentialgeo- 
metrischen Problemen iiberrascht. Man gelangt dabei zu verschiedenen 
Arten spezieller Gewebe. Die Biegungsflache des Paraboloids z= zy im 
Verein mit den beiden den Biegungslinien der Geradenscharen entsprechen- 
den Evolventenflachen, die Trager asymptotischer Gewebe sind, bildet 
einen besonderen Fall des eingangs erwahnten Theorems von §1. Die 
beiden Evolventenflachen sind gleichzeitig spezielle Vertreter einer neuen 
Klasse von Flachen, der Flachen P, auf die ich 1919 durch eine Mitteilung 
in der Berliner Mathematischen Gesellschaft aufmerksam gemacht habe. 
Diese Flachen P bedeuten ein Gegenstiick zu den von Demoulin und 


) Die nicht unmittelbar zum Verstandnis der Einleitung erforderlichen Literatur- 
angaben finden sich weiter unten bei den betr. Paragraphen. 
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Tzitzéica betrachteten R-Flachen und lassen wie diese Transformationen 
zu, die durch W-Kongruenzen vermittelt werden. 

Von besonderem Interesse erscheint auch der Umstand, da8 das 
I’-Netz der Kugel zusammen mit einem bestimmten zweiten Kurvennet« 
der gleichen Art, das dieselbe Kugel bedeckt, einem geschlossenen vier- 
gliedrigen Zyklus Laplacescher Transformationen angehért. Die beiden 
innerhalb dieses Zyklus zwischen die I"-Netze geschalteten konjugierten 
Systeme, die iibrigens assoziiert zu den aymptotischen Geweben der Evol- 
ventenflachen sind, gehéren als spezielle Reprisentanten zur Klasse der 
von Guichard zuerst bemerkten und von Calapso eingehend untersuchten 
konjugierten Systeme G, die dadurch ausgezeichnet sind, daB ihre beider- 
seitigen Laplaceschen Transformierten Orthogonalsysteme, d. h. also Kriim- 
mungsliniennetze sind. Wie alle G-Systeme mit gleichen Invarianten, so 
stellen auch die hier betrachteten wiederum Gewebe dar. Zu jedem dieser 
beiden (/-Systeme mit gleichen Invarianten existiert ein paralleles G-System 
mit ebenfalls gleichen Invarianten. Die Traiger dieser beiden neuen 
G-Systeme bilden die Brennflichenmintel einer W-Kongruenz; als 
Laplacesche Transformierte erhilt man zwei Paare iiquidistanter Flachen, 
die die beiden I’-Netze der Kugel zu sphirischen Bildern der Kriimmungs- 
linien haben. 

Es sei schlieBlich erwaihnt, daB die Ergebnisse dieses II. Kapitels sich 
in gewissem Sinne auch als eine Erginzung zum SchluSkapitel vom 
3. Bande des Darbouxschen Werkes (Legons sur la théorie générale des 
surfaces) auffassen lassen, wo die Beziehungen zwischen den Minimal- 
flichen des elliptischen Raumes und den Flichen von konstanter Kriim- 
mung des euklidischen Raumes entwickelt werden. 

Der zweite Hauptteil unserer Untersuchungen, der den Inhalt des 
III. Kapitels bildet, betrifft die eigentiimliche Bedeutung, die den Flachen 
von konstanter Kriimmung bei der Bestimmung der auf die Paraboloide 
abwickelbaren Flichen zukommt. Ein solcher Zusammenhang ist seit den 
grundlegenden Arbeiten von Thybaut*) und Calapso*) bekannt, an die sich 
Bianchis umfangreiche Abhandlungen anschlossen. Auf den Ergebnissen 
Calapsos fuBend, vermochte Bianchi*), indem er von der Backlundschen 
Transformation der Flichen von konstanter Kriimmung ausging, die durch 
W -Kongruenzen vermittelten Transformationen auch fiir den Bereich der 


*) Thybaut, Sur la déformation du paraboloide. Ann. de V’Ec. Norm. Sup. (3) 
14 (1897), p. 45. 
%) Calapso, Sulla deformazione delle quadriche. Palermo Rend. 16 (1902), p. 297. 
*) Bianchi, Sulla deformazione dei paraboloidi. Annali di Mat. (3) 9, p. 247; 
Teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sui paraboloidi. Annali di Mat. 
(3) 12, p. 263. 
11* 
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auf die Paraboloide abwickelbaren Flachen zu spezialisieren. Wir erinnern 
daran, daB die dabei gewonnenen geometrischen Prinzipien sich als ver- 
allgemeinerungsfahig erwiesen und von Bianchi’) auf die Biegungsflachen 
der allgemeinsten Mittelpunktsflache 2. Grades ausgedehnt wurden, daB 
aber die durch diese Erweiterung zum Abschlu8 gefiihrte Theorie sich nicht 
mehr mittels der Flachen von konstanter Kriimmung beherrschen lieB. 

Der Verwandtschaft zwischen den Biegungsflachen der Paraboloide 
und den Flachen von konstanter Kriimmung hat bisher insofern ein ge- 
wisser geheimnisvoller Zug angehaftet, als Ausgangspunkt fiir die Be- 
stimmung einer Biegungsflache eines Paraboloids nicht eine im Raume 
gegebene Flache von konstanter Kriimmung, sondern lediglich ein Integral 6 
ihrer Differentialgleichung 


(1) O.0 + Ops + e?® —e-?4 =0 


zu sein schien. Diese Differentialgleichung spielt dabei die Rolle der 
Integrabilitatsbedingung eines Systems totaler, linearer und homogener 
Differentialgleichungen, dessen vier durch eine inhomogene quadratische 
Relation verbundenen Integralfunktionen dann die Biegungsfliche lediglich 
intrinsek, d.h. durch ihre flachentheoretischen FundamentalgréBen be- 
stimmen*). 

Die Ergebnisse von Kapitel III diirften nun ganz wesentlich dazu bei- 
tragen, den gedachten Punkt der Theorie aufzuklaren, namlich durch die 
Feststellung, daB man die Biegungsflache des Paraboloids in einer bis 
auf Translationen vodllig bestimmten rdumlichen Orientierung relativ zu 
einem Paar von Flachen konstanter Kriimmung erhalten kann. Wir 
beschranken uns hier zunachst auf den Fall des gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloids, das wir iiberdies in Kapitel III als imaginares Paraboloid 
z= 42 y voraussetzen; d. h. wir betrachten reelle Biegungsflachen vom Typus 


(II) ds* =(1 — v*)du* — 2uvdudv + (1 — u*)dv’, 


fiir die wir den Nachweis fiihren, da8 sie sich unmittelbar mit Hilfe von 
Quadraturen aus Paaren reeller, durch die Hazzidakissche Transformation 
verbundener Flachen von konstanter positiver Kriimmung konstruieren 
lassen. Vorweg sei iibrigens bemerkt, daf ein Umstand, der der Auf- 


‘) Vor allem: Bianchi, Lezioni di geometria differenziale 3 (1909). 

*) Die Berechnung der laufenden Koordinaten der Biegungsfliche lat sich auf 
die Konstruktion ,harmonischer Lésungsquadrupel“ des erwaihnten Systems von 
Differentialgleichungen zuriickfihren (Bianchi, Ricerche sui sistemi tripli coniugati etc., 
Annali di Mat. (3) 23 (1914), p. 135). Die betreffenden Formeln fiir die Koordinaten 
stimmen ihrem Wesen nach mit denjenigen iiberein, die wir im Falle des Paraboloids 
z=zy in § 5 der vorliegenden Abhandlung aufstellen. Die Bianchische Arbeit ist mir 
iibrigens erst nachtraglich zuginglich geworden. 
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klarung des Sachverhalts hinderlich sein muBte, in der bisher stillschweigend 
vorausgesetzten Korrespondenz zwischen dem permanenten konjugierten 
System (a, 8) der auf das Paraboloid abwickelbaren Fliche und den 
Kriimmungslinien der zugehérigen Fliche von konstanter Kriimmung zu 
suchen ist. Tatsaichlich kommt nun in dem von uns betrachteten Falle 
der Biegungsflachen des Paraboloids z= i2zy als Reprisentant des Inte- 
grals @ von (I) nicht eine auf die Kriimmungslinien bezogene Fliche von 
konstanter Kriimmung K = 1 in Frage, sondern das Paar der beiden 
Flachen, fiir die die Quadrate der Linienelemente 


ds* — (e?® + e-28) (da*® + dp*) + 4dadp 


lauten. Diese wiirden dann mit einer auf die Kriimmungslinien («, £) 
bezogenen Flache von konstanter Kriimmung +17’) durch eine Lie- 
Bonnetsche Transformation*) zusammenhiangen. Es ist aber bekannt, da& 
gerade dieser Transformation keine einfache geometrische Operation im 
Raume entspricht, durch die sich die transformierten Flachen in bestimmter 
Orientierung ergaben. 

Wir beweisen nun zunichst fiir die Biegungsflichen vom Typus (II) 
einen Satz, der sich seinem Wesen nach den Guichardschen Satzen iiber 
die Verbiegung -der Rotationsflachen 2. Grades anreiht, durch die seinerzeit 
Bianchi*) zu einer eingehenden Untersuchung der Deformation von Linien- 
kongruenzen im Beltramischen Sinne veranlabt wurde. Mit den Punkten 
der in Rede stehenden Flachen lassen sich namlich in starrer Koppelung 
mit den Flachenelementen die Strahlen zweier Kongruenzen verbinden, 
die bei beliebiger isometrischer Deformation der betreffenden Flache stets 
die Normalenrichtungen, d.h. also die sphirischen Abbildungen eines durch 
die Hazzidakissche Transformation verbundenen Paares von Fliachen kon- 
stanter positiver Kriimmung bestimmen. Die Umkehrung dieses Satzes 
gestattet dann die Konstruktion der Flachen vom Typus (II). Der Nach- 
weis, da8 fiir die wenigen dabei zu leistenden Quadraturen die Integra- 
bilitatsbedingungen erfiillt sind, erscheint in Anbetracht des einfachen Er- 
gebnisses etwas kompliziert; er bringt dafiir aber gleichzeitig den An- 
schlu8 an die bisherige Theorie. Es stellt sich nimlich heraus, da8 man 
auf Grund der als gegeben vorausgesetzten Bildkugeln des Hazzidakisschen 
Paares die integrale des obenerwahnten Systems totaler Differential- 
gleichungen ohne jede Integration unmittelbar niederschreiben kann. Dieses 
Resultat ergibt sich iibrigens in einer auBerordentlich eleganten geometri- 





") Das Quadrat des Linienelements wire ds*=4(ch*e da* + sh*e ap") bzw. 
ds* =4(sh*eda* +ch*e dp"). 

*) Bianchi, Lezioni di geometria differenziale 2 (1903), S. 439. 

*) Bianchi, Lezioni 2, Kap. XVII. 
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schen Gestalt: die vier Integralfunktionen des Systems entsprechen, als 
Eulersche Parameter aufgefaBt, derjenigen Drehung, durch die das der 
einen Bildkugel zugeordnete rechtwinklige Dreikant in das Dreikant der 
anderen Bildkugel iibergefiihrt wird. 


Kapitel L 
Spezielle Gewebe, die im Zusammenhang mit den 
Biegungsflichen der Linienflichen auftreten. 
§ 1. 
Asymptotiseche Gewebe und Biegungsflachen der geraden Konoide. 


1. Ein Kurvennetz ohne Umwege oder kiirzer: ein Gewebe*°) auf 
einer krummen Oberflache liegt vor, wenn die FundamentalgréBen die 
Bedingung 


a] 


dyE _ 4 ?y 
op “— Oa 


erfiillen. Wird, worin keine Beschrankung der Allgemeinheit liegt, das 
Zeichen + genommen, so kann man 


VE=%., VG=¢") 


setzen. Das Quadrat des Linienelements der auf das Gewebe (a, 8) be- 
zogenen Flaiche hat dann die Form 





(1) > dx* =(y.)*da* + 2 a yp 008 wdadB +-(g,)* dp’. 

Wir wollen nun annehmen, da8B das Gewebe von den Asymptotenlinien 
der Flache (x,...) gebildet wird. Unter dieser Voraussetzung ist, wenn 
K=-—, 

e 


das Kriimmungsma8 der Flache bezeichnet, 


{T}=5 ee {>} 1 dlogo 
aay tery ae => 








1 op ’ 2 s oe" 
wobei sich die Christoffelschen Symbole nach den Formeln 
(12) _ GEy— FG. {2} ee 
lls a(ge@—F*)’ 2$  2(EG—F"*) 


10 


) Rothe, Cber die Bekleidung einer Oberfliche mit einem biegsamen unaus- 
debhnbaren Netz, Berl. Math. Ges. Ber. 5 (1906), 8.9; Uber die Bekleidung einer 
Flache mit einem Gewebe, ebendort 7 (1907), S. 12. 

**) Der Kiirze halber benutzen wir iiberall, wo es mit der Deutlichkeit vereinbar 


erscheint, Buchstabenindizes, um die partiellen Ableitungen nach den Bezugsparametern 
zu kennzeichnen 
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berechnen. Man findet durch Ejinsetzen der Koeffizienten des Linien- 


elements (1): 
eae. ae 


Pye! Tie 
P= i+ cow Pa Pp 


dabei ist 





Da demnach 
? 1 éloge 1 dloge 
(2) Ta PP Faye PM: 


also Pu. Pp — Pp Pa = 0 wird, muB p Funktion von @ sein. Nach (2) wird 
dann aber auch og Funktion von ~, und man erhilt: 


peso dloge _ _e’(¢) 
2 dg 2e(¢)’ 





_ 2e(v) vas 
e'(?) Page 





ot. 
also: 





(3) S/dz* = (g2)"da* + 2 (=F pes — vay) dadp + (4) ap". 


Wird nun die Funktion o(q¢) willkiirlich gewahlt, so gelangt man, 
indem man zum Ausdruck bringt, da8 das Kriimmungsma8 der quadratischen 


Differentialform (3) den Wert — a haben soll, zu einer partiellen Differential- 


gleichung 4. Ordnung fiir die Funktion m der Parameter a und f. Ein 
partikulires Integral » wiirde eine Flache der durch die Relation 9 = 0 (¢) 
charakterisierten Klasse intrinsek bestimmen. 
2. Wir bemerken, daB die Kriimmungslinien durch die Differential- 
gleichungen 
Pada t pdf = 0 


gegeben sind, daB also die eine Schar derselben — wir wollen sie die erste 
nennen — durch die Kurven g = konst., d. h. also K = konst. dargestellt 
wird. Hierin liegt ein bereits bekannter (iibrigens auch umkehrbarer) 
Satz**): 

Bilden die Asymptotenlinien einer Flache ein Gewebe, so besteht die 


eine Schar ihrer Kriimmungslinien aus den Kurven konstanten 
Kriimmungsmafes. 


3. Wir wenden uns zur Betrachtung der Evolutenfliche. Allgemein 
gelten fiir eine auf die Asymptotenlinien (a, §) bezogene Flache (2, y, z), 
deren Normalenkosinus mit X, Y, Z bezeichnet sind, die Formeln: 


12) §. die erste der unter *) zitierten Mitteilungen von Rothe. 
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: 9¥Y _F 
iv W'dx* = Eda? +2Fdedp+Gdp*, —S'dedX —2"2o-* geag, 
44> e 
> 4X" =< (Bda* — 2Fdedp + Gap"). 
Es werde nun derjenige Mantel (z,, y,, z,) der Evolutenflache ins Auge 
gefaBt, den die Riickkehrkanten der abwickelbaren Normalenflachen 
VEda+ VGdp =0 

bedecken. Der zugehérige Hauptkriimmungsradius ist: 
(5) 7, — o(P-VEG) 
VEG-—F* 
Es wird: 

2, =2+97,X,™) 


> dai = S' da* + dr} + 2r, S’dadX +r} D' dX’. 


Werden die Ausdriicke (4) in diese Formel fiir das Linienelement des 
Evolutenmantels eingesetzt, so nimmt sie die folgende Gestalt an: 
2 2 \ e 
> dx = dr} + (14 2) (VEde + VGdp)* + 2Qdadp, 
wobei : 
: : 2 
Q= —VEG(1+ )+4 r(i—%)-— “%\/eG — F* 


/ o* 


st. Mit Benutzung des Wertes (5) von r, ergibt sich Q=0, so daB 


>) dx} =dr} + (1+ 4)(VEde + VGdp)’ 

wird. : 

Bilden nun auf der Fliche (z,...) die Asymptotenlinien ein Gewebe, 
so wird 

VEd«e+ VGdp =dg, 

wahrend gleichzeitig 9 Funktion von @ ist. Es gilt dann also fiir das 
Linienelement des zu der ersten Kriimmungslinienschar gehérigen Evoluten- 
mantels die Formel: 


2 Pa Fo @ dg\* 
> dxf = dri + (1 Te AvyE 


Setzen wir 
dy 
fr, =4, f =, e*= J, 


o ~ 


wo V also eine Funktion von wv bedeutet, so wird: 


(6) > dx} =du* + (u* + V)dv?. 





*) Wo ein MiSverstindnis ausgeschlossen erscheint, unterdriicken wir den Hin- 
weis auf das Bestehen der analogen Beziehungen fiir die beiden anderen Koordinaten. 
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Diese Formel charakterisiert den Evolutenmantel als Biegungsflache eines 
geraden Konoids, dessen Gleichungen 


x= ucosv, y = usin, a=fVVdv 
lauten wiirden. 

Wir haben damit den Satz gewonnen: 

Bilden die Asymptotenlinien auf einer Flache ein Gewebe, so ist 
derjenige Mantel der Evolutenflache, der den Kriimmungslinien der ersten 
Schar, d.h. den Kurven K = konst. entspricht, auf ein gerades Konoid 
abwickelbar. 

Hingewiesen sei dabei auf die bekannte Tatsache, dab die Biegungs- 
regeljlachen der geraden Konoide die Binormalenfldchen sind. 

4. Einen Spezialfail stellen die Flachen von konstanter negativer 
Kriimmung (K = — 1) dar, fiir die das Quadrat des Linienelements 


ds? = da? ot 2 coswmdadBp + ap 


lautet. Die Asymptotenlinien (a, #) lassen sich in doppelter Weise, 
namlich mit p= «+ £8 und » = « — B als Gewebe auffassen. Die beiden 
Evolutenmantel gehéren dem in (6) enthaltenen Typus 


du*+(u*+ 1)dv? 
an und sind Biegungsflachen der Minimalschraubenflache. 

Man wei8 iiberdies, daB in diesem Falle die Asymptotenlinien der 
Evolutenmantel den Asymptotenlinien der gegebenen pseudospharischen 
Flache entsprechen. Auch diese Tatsache laBt eine Verallgemeinerung zu: 

Bilden die Asymptotenlinien einer Flache ein Gewebe, so entsprechen 
thnen die Asymptotenlinien des auf das gerade Konoid abwickelbaren 
Evolutenmantels. 

Der Beweis dieses Zusatzes zu unserem Theorem wird in § 2 gleich- 
zeitig mit verschiedenen anderen Fragen erledigt werden, die sich unter 


Zugrundelegung der Form des Linienelements von der Evolutenflache aus 
beantworten lassen. 


§ 2. 
Evolventenflachen der auf Regelflichen abwickelbaren Flachen. 


1. Wir betrachten nun eine zunachst als ganz beliebig vorausgesetzte 
Flache (z,...), die wir uns auf ein System geodatischer Linien v = konst. 
und auf deren orthogonale Trajektorien u= konst. bezogen denken. 
Dann ist: 


(1) > dx? =du? + Gdv’, 
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wobei zur Vereinfachung der Schreibweise auBerdem 

VG=C 
gesetzt sei. Wir wollen die Flache (z,...) als Reprasentanten einer 
isometrischen Flachenklasse ansehen, die durch die Funktion @( 1, v) 
definiert ist. 


Mit X, Y, Z seien die Normalenkosinus, mit L, M, N die Fundamental- 
gréBen 2. Ordnung bezeichnet. Es ist dann: 
(2) a,=DX, 2z,,= os a, + MX, = 


w= — 00-2, + Sa, 4+NX, 





(3) K-—%, LN—M'*=0'K=—C0,,. 


Wir untersuchen nun die zu der Schar der geoditischen Linien gehérige 
Evolventenflache (r,...), die durch 
(4) nee — Say 
gegeben ist; dabei denken wir uns aus dem System der co’ Orthogonal- 
flaichen, die zu der von den Tangenten der geoditischen Linien gebildeten 
Normalenkongruenz gehéren, eine einzelne herausgegrifien und dement- 
sprechend die an sich noch vorhandene willkiirliche additive Konstante 
in u hineingezogen. 

Durch Differentiation von (4) erhalt man mit Beriicksichtigung von (2): 

= —ulX, 2,—(1—“4)2,—uMX. 

Fiir das Quadrat des Linienelements der Evolventenfliche ergibt sich 

demnach, wenn von der Relation 


(5) M*=LN+CC,, 
Gebrauch gemacht wird: 


(6) D> dy? =u L (Ldu? + 2Mdudv+ Ndv’) 
+[(C —u,)*+ u®CC,, Jdv?. 


Bezeichnet man ferner mit X, ¥), 8 die Richtungskosinus der Tangenten 


an die geoditischen Linien, die also gleichzeitig Normalen der Evolventen- 
fliche sind, so ist: 
Z=—2,, ¥,=-LX, %,—%2,+MX. 
Wir bilden hiernach die zweite quadratische Differentialform der 
Evolventenflache (r,...) und finden, indem wir wiederum (5) beachten: 


(7) Ldut+2Mdudu+ Ndv* = — S'drdk 
= uL(Ldu* + 2Mdudv + Ndv*) + [u(C,)* — CC, + uC,, de®. 
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Fiir das Quadrat des Linienelements ihrer Bildkugel folgt schlieBlich 
mit abermaliger Benutzung von (5): 


(8) D'dx* = L(Ldu*+2Mdudv + Ndv*) + ((C,)° + 00,,]dv*. 


Die in den Formeln (6), (7) und (8) auftretenden, von L, M, N 
unabhangigen Faktoren des letzten Gliedes lassen sich mit gréBerem Vorteil 
durch G ausdriicken: 


(a) (C —u0,)*+u*00,, =G—uG,+%G,,, 
(b) u(0,)*— C0, +u0,, = +(uG,, —4,), 
(c) (0,)* +C0,, = 5 G,. 


2. Wir denken uns die Biegungsfliche andrerseits auch auf die Para- 
meter « und f ihrer Asymptotenlinien bezogen. Dann liefert in den 
Formeln (6), (7) und (8) der Ausdruck Ldu* + 2Mdudv + Ndv* nur 
einen Beitrag zu dem Gliede mit dadf. Auf Grund dieser Bemerkung 
erkennt man sofort, daB die Kurven («, 8) auf der Evolventenflache oder 
auf deren Bildkugel ein Gewebe darstellen, wenn der Ausdruck (a) bzw. (c) 
eine (nicht identisch verschwindende) Funktion von v allein ist. Man 
erhalt nun aber, indem man die partielle Ableitung nach w fiir (a) bzw. 
fiir (c) gleich 0 setzt, beide Male die gleiche Bedingung G,,,, = 0, so daB 
die gedachten Eigenschaften gleichzeitig auftreten und zwar, wenn 


G= V,u*?+2V.0+ JV, 


ist. Diese Formel charakterisiert die Flache (z,...) als Biegungsfliche 
einer (reellen oder imaginaéren) Linienfliche; die geodatischen Linien 
v = konst. sind dabei die Biegungslinien der Erzeugenden. Durch zweck- 
maBige Wahl von v kann man V, zur Konstanten machen und, wenn 
reelle Linienflachen des betreffenden Typus*) existeren, V, = 1 setzen. 
Wir haben damit den Satz gewonnen: 

Den Asymptotenlinien einer auf eine Regelflache abwickelbaren 
Flache entsprechen die Kurven eines Gewebes 1. auf den durch die 
Biegungslinien der Erzeugenden definierten Evolventenflachen und 2. auf 
der Bildkugel dieser Evolventenflichen. Jede einzelne dieser beiden 
Eigenschaften ist fiir die Biegungsflachen der Regelflachen charakteristisch. 
4) V,>0, VLV,— V2 >0; angemerkt sei die Formel fiir das KriimmungsmaS: 

V,V,—Ve 


K=- F841 2V.u4V, 
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Die Annahme V, = 0 entspricht der Weingarten-Goursatschen Form 
des Linienelements 
(9) ds* =du* + (u-+ V)dv*, **) 
deren Betrachtung zum ersten Male zur Bestimmung vollstandiger Klassen 
aufeinander abwickelbarer Flachen fiihrte, die nicht dem Rotationsflachen- 
typus angehérten. Die gemeinsame charakteristische Eigenschaft der 
Flachen vom Typus (9), der diese interessanten Ergebnisse entsprangen, 
ist die Korrespondenz zwischen den Asymptotenlinien der Biegungsfliche 
und den Minimallinien der zur Evolventenflache gehérigen Bildkugel. 
Diese Eigentiimlichkeit folgt unmittelbar aus dem Umstande, daB wegen 
V, = 0 der Ausdruck (b) verschwindet. Von Darboux**) wurde iibrigens 
darauf hingewiesen, daB es sich beim Typus (9) um einen Grenzfall des 
Linienelements einer Regelflache handelt (Regelflache mit isotroper Leit- 
ebene ). 

Fragt man andererseits nach der Bedingung dafiir, daB den Asymptoten- 
linien der Biegungsflache die Minimallinien der Evolventenflache (d. h. also 
einer der co' Evolventenflachen) entsprechen, so findet man, da der 
Ausdruck (a) verschwinden soll, V, = 0 und 


G=V,u*® +2V,u. 


Das bedevtet ebenfalls einen Grenzfal]l einer Regelflache: die Direktrix 
und Orthogonaltrajektorie u — 0 wire Minimallinie. 


3. Die Annahme V, = 0 fiihrt auf den uns hier besonders interessieren- 
den Spezialfall des geraden Konoids. Wird ein solches als reell voraus- 
gesetzt, so kann man schreiben: 


(10) ds* =du*+-(u*+V)dv’*, 


wobei V>0 ist. Als Besonderheit kommt hier das Verschwinden des 
Ausdrucks (b) hinzu. Beriicksichtigt man auBerdem, daB auf dem Konoid 
die Orthogonaltrajektorie u = die Achse darstellt, so ist man imstande, 
jetzt die Umkehrung des Theorems vom § 1 zusammen mit dem am Schlu8 
von §1 noch ohne Beweis angemerkten Zusatz in der folgenden Form als 
bewiesen auszusprechen: 


Wird von den Biegungslinien der Erzeugenden einer durch iso- 
metrische Deformation aus einem geraden Konoid hervorgegangenen Flache 
ein System unausdehnbarer, bis zur Biegungslinie der Achse reichender 
Fdden abgewickelt, so beschreiben dabei die Endpunkte der Faden eine 


**) Hier sei vor allem auf die Darstellung bei Darboux verwiesen (Lecons sur 
la théorie générale des surfaces 4 (1896), chap. XIII). 
*) A. a. O. S. 383. 
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ausgezeichnete Evolventenfldche, deren Asymptotenlinien stets den Asym- 
ptotenlinien der Biegungsflache entsprechen und iiberdies ein Gewebe bilden. 

Es sei iibrigens darauf hingewiesen, daB die Korrespondenz zwischen 
den Asymptotenlinien einer Flache und denen einer dazu gehérigen Evol- 
ventenfliche die erste Flaiche bereits als Biegungsfliche eines geraden 
Konoids charakterisiert **). Die Proportionalitét der zweiten quadratischen 


Differentialformen fiir die beiden Flachen (z,...) und (xy, ...) ist nimlich 
nur dadurch méglich, da8 der Ausdruck (b) identisch verschwindet, daB also 
(11) uG..—G.=0 


uu " 


wird. Durch Differentiation nach u folgt aber G,,, = 0, so daB man 
wieder mit dem allgemeinen Ausdruck G = V, u* -+2V,u-+V, in (11) 
hineinzugehen hat, wobei sich dann V, = 0 ergibt. 


Kapitel II. 


Eine besondere Klasse I’ von Orthogonalsystemen auf 
der Kugel und ihre Beziehungen zu den Biegungsflichen 
des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids. 


§ 3. 


Definition der Kurvennetze I auf Grund einer Eigenschaft der geodatischen 
Kriimmungen. 


1. Die GauBsche Formel, nach der sich das Kriimmungsma8 einer 
Flache allein auf Grund ihrer FundamentalgréBen 1. Ordnung berechnet, 
1a8t sich bekanntlich in der Gestalt des Bonnetschen Ausdrucks schreiben. 
Dieser enthalt die geodatischen Kriimmungen der Kurven eines Orthogonal- 
systems auf der Flache und ihre Ableitungen, jede genommen nach dem 
langs der Kurve der anderen Schar variablen Parameter und dividiert 
durch deren Linienelement. Werden die geoditischen Kriimmungen der 
sich in einem Flachenpunkt rechtwinklig schneidenden Kurven des Netzes 
mit g und g’ und die in der angegebenen Weise gebildeten ,,geometrischen 
Differentiationen“ mit den Symbolen © und 6’ bezeichnet, so lautet die 
Bonnetache Forme]: 


(1) K = 0q'+ 6’g —g*—q’".") 


7) In bezug auf Flichenpaare mit senkrechten Normalen und korrespondieren- 
den Asymptotenlinien vgl. man Jonas, Sur une transformation qui dépend d’une équa- 
tion aux dérivées partielles du 8™ ordre. C. R. de l’Ac. des Sc. 156 (1913), p. 1816. 

%*) Knoblauch, Grundlagen der Differentialgeometrie (1913), § 56. 
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Man kann nun allgemein die Frage nach denjenigen Orthogonalscharen 
einer Flaiche aufwerfen, fiir die die beiden ersten Glieder der Bonnetschen 
Formel einander gleich werden, also die Beziehung 


64’ = 6'g 
besteht. Wir beschrinken uns auf den Fall der Kugel und suchen auf 
dieser die Orthogonalsysteme, bei denen in jedem Knotenpunkte die geo- 
datischen Kriimmungen der beiden Kurven die gleiche geometrische Ab- 
leitung in bezug auf die Orthogonalkurve besitzen. Sie mégen Kurven- 
netze I’ genannt werden. 
2. Es seien X, Y, Z die Koordinaten des laufenden Punktes einer 


auf ein Orthogonalsystem («, 8) bezogenen Einheitskugel mit dem Quadrat 
des Linienelements: 


> dx’ = eda? + gdp’. 


Mit Riicksicht auf die nachfolgenden Entwicklungen bezeichnen wir die 
geoditischen Kriimmungen der Koordinatenlinien im Punkte (X,...) mit 
# und 8’, und zwar mit #@ fiir die «-Kurve (§ = konst.), mit #’ fiir die 
f-Kurve (« = konst.). Dann ist nach bekannten Formein: 


(2) ea er a ey 
veg 8 veg @a 
Sollen nun die Kurven («, £) ein I’-Netz vorstellen, so ergibt sich 


unter Beriicksichtigung der Bonnetschen Formel (mit K=1) als Be- 
dingang das Gleichungspaar: 


|e 


(3) 5 feen o. = l a a 3° iz ry. 


= 
v9 v 

Es gelingt nun leicht, Ye und Vg durch die Ableitungen von # und 3’ 
auszudriicken und fiir diese beiden GréBen ein Paar simultaner partieller 


Differentialgleichungen aufzustellen. Differentiiert man namlich die Relation 
2d =Vg(1+0°+0"*) 
nach « und beriicksichtigt dabei, daB 


oe) 


ova =—Veg-3', 20,—Ve(1+0°+ 9") 
ist, so findet man zunichst 
Bap = V9 0 d,. 
Mit Benutzung von (2) kann man diese Beziehung wie folgt schreiben: 
oop, . 1 ove 
a ye op 
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Durch Integration ergibt sich: 
(4 ) 0. Ve =? (a) , 


wo w(«) eine Funktion von a allein bedeutet. Fiihrt man nun { Vy(a)de 
an Stelle von «@ als Variable ein, bedient sich nachtriglich aber wieder 
der Bezeichnung «, so redusziert sich (4) auf: 


Youd. 
In entaprechender Weise ergibt sich: 

Vg= + : 

O, 


Damit geht (3) iiber in das Gleichungspaar: 
(5) 28,0, = 28,8;=1+4 0°+ 0". 
Stellen #, #’ ein Paar von Lésungen dieser beiden simultanen Diffe- 


rentialgleichungen dar, so erweisen sich auch die Relationen (2) als erfiillt. 
Differentiiert man nimlich von den Relationen 


20,.0,=1+0°+8", 28,8,;—1+0°+8" 

die erste nach # und die zweite nach «, so ergibt sich: 
ie (Moe + 0 95, 
8.33 + Bag8s = 00,4 0 I. 
Wird im Hinblick auf die weiteren Entwicklungen 


Oe _ 
a 


e” 


y2 sas 
e 

gesetzt (im folgenden bedeutet e nur noch die ExponentialgréBe), so findet 
man, indem man das Gleichungspaar (6) nach #,, und #,, auflést?*): 


(7) Bap=e", Bp=—e dO. 


Diese Relationen sind gleichbedeutend mit (2). 

Wir kénnen demnach sagen, daB die Bestimmung der Orthogonal- 
systeme I’ auf der Hinheitskugel die Integration der Diffjerentialgleichungen 
(5) verlangt und sich als dquivalent mit dem Tschebyscheffechen Beklei- 
dungsproblem fiir die quadratische Differentiaijurm 

2d0d0 
1+0°+98" 

1%) Wir verweilen nicht bei der speziellen Annahme #. = + 8g, die kein Inter- 
esse bietet. 
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erweist, bei dem es sich um die Ermitilung zweier Parameter « und fp 
handelt, fiir die 

a =da*+dp*+2%dadp 
wird. 

3. Es ist, und zwar in erster Linie infolge der Untersuchungen von 
Servant *), bekannt, daB die Bestimmung der Biegungsflachen der Flachen 
2. Grades, soweit es sich um die Ermittlung der flachentheoretischen Fun- 
damentalgréBen, nicht der Koordinaten handelt, von einem derartigen 
Tschebyscheffschen Problem abhangt. Fiir den Fall der allgemeinsten, auf 
die Parameter u und w der Erzeugenden bezogenen Flache 2. Grades hat 
die betreffende quadratische Differentialform die Gestalt**) 

2dudv 
a 
wobei 
H= S'a,u'v" (4=0,1,2; »=0, 1, 2) 
ist. Der Fall H = 1 + u* + v? entspricht dem gleichseitigen hyperbolischen 
Paraboloid. 

Fiir unsere Zwecke eriibrigt es sich, an dieser Stelle auf die Theorie 
der isometrischen Deformation der Paraboloide, so wie sie vorliegt, naher 
einzugehen, da sich in §5 eine mit dem I- Netz verwandte Biegungsflache 
des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids ganz von selber einstellen 
wird. Dabei wird es sich zeigen, daB der Zusammenhang mit dem I- Netz 
nicht bloB analytischer Natur ist, sondern da8 infolge einer engen geo- 
metrischen Beziehung die Biegungsfliche des Paraboloids sich in einer (bis 
auf Translationen) bestimmten riumlichen Orientierung ergibt. 


§ 4. 
Aufstellung eines Systems von Differentialgleichungen. 


1. Wir wollen nun das Paar der Differentialgleichungen (5) von § 3 
durch ein System totaler linearer und homogener Differentialgleichungen 
fiir die vier GréBen #, 0’, &., &, ersetzen. Differentiiert man unter Be- 
nutzung von § 3 (7) die Relationen 


e°i,= oy , c° 0, = a. 


*) Servant, Sur l’habillage des surfaces. C. R. de l’'Ac. des Sc. 185 (1902), p. 575; 
187 (1903), p. 112. 

*) S. auch Jonas, Uber eine neue Differentialgleichung des Deformationspro- 
blems usw. Berl. Math. Ges. Ber. 18 (1914), 8S. 52. 
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beziiglich nach a und #, so erhalt man, indem man die bereits bekannten 
Relationen hinzufiigt, das folgende System: 

Ban = Pa Be + v’, Oa5 =ed, Op = Gps + a’, 
=e 'h, =e d,. 


Es verlangt als Integrabilitétsbedingung, da q Integral der partiellen 
Differentialgieichung 2. Ordnung 


(1) 


(2) Pap =e* —e * 
ist, und ist dann unbeschrankt integrabel. (2) stellt, von Realititsfragen 
abgesehen, die Differentialgleichung dar, von der die Bestimmung der 
Flachen von konstanter Kriimmung abhangt. 

Das System (1) la8t, wie man unmittelbar durch Differentiation be- 
statigt, allgemein das Integral 
(3) 2¢°° 3.0, — 6° — 9’* — konst. 
zu. Demnach trifft die Festsetzung 

267° 9.0, — 0° — 9" =1, 
d. h. also §3 (5) 
(4) 29,0, = 20,0,=—1+ 0° +0", 
nur die Werte der vier unbekannten Funktionen #, #,, #,, 3’ fiir ein an- 
fangliches Wertepaar «,, f,. 

Wir bemerken, da8 man dem System (1) auch die folgende Form 
geben kann: 

2 { o.= PaPn + #8, O.,=e% a’, Ppp = — pO 1. #, 
wey nek: ead, 

2. Wir betrachten jetzt in Verbindung mit einem jeden Punkte 
(X, ¥Y,Z) der Einheitskugel, die von dem I- Netz (a, 8) bedeckt sein soll, 
das rechtwinklige Dreikant, das von dem nach auBen verlingerten Radius 
und von den beiden Tangenten an die a-Kurve (f = konst.) und an die 
B-Kurve («= konst.) gebildet wird. Mit X”, Y", Z™ seien die Rich- 
tungskosinus der «-Tangente, mit X”, Y®, Z® die der 8-Tangente be- 
zeichnet. Wir bilden mit Beriicksichtigung der Werte 


Ve=-, Vg=- 


a Yn 
die Differentialrelationen dieses Dreikants: 
1 1 
xX. =;-X", xX, = ax” 
. fp 
" ao 8 vw l a ove 
(6 Pe =%,% —3, 4%, Xs = of : 
m) vam 2 
xX? = —=- x", xXpP=7x"-2Xx 
. f " 
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3. Die weitere Untersuchung betrifft jetzt die beiden folgenden 
GréBentripel: 


‘ é=0X4+X" yn» =09Y4+Y", ¢€=802+4+2", 
(¢) ’ , ’ , »? , 
ea 8 X4+X" k=O YH+Y™ C= 8'7Z42". 
Man findet zunichst mit Benutzung von (6): 
( 8) é, - b,X , Ey 0, X, 
also 


Andererseits ergibt sich: 


Ey . \7 (3° a 9’? 1 \x i eo’ x” l ox” : 


(9) 3 *° 
1 fl > | 
g. = Ba rr} (e° + a’ 1 ) eel x4 ox”, 


so daB auch 


wird. Differentiiert man die erste Relation (8) nach f und ersetzt dabei 


b. . 
; durch e”, so erhalt man 
bp 
gap = eF é, 
und ebenso aus der zweiten Relation (8 ): 


, ante al 
» in i i 
Sag = € ¢ 


Verfahrt man nun ganz wie in Nr. 1 dieses Paragraphen, so gelangt 


man zu dem System: 


, , 


(10) | Fa0 PaSa ré ? , Ege = Pe Es+é ) 


“? » : -¢ 
| &. =€ SB» cp =e Eas 


das sich auch folgendermaBen schreiben laBt: 


»! , - »!’ _— »! »/ »? 

11) | Fan = Pa ba T Ss Sap =e vc, ofe =e Pp Se + o> 
\ »? »? 
Sa e? oa, Es ef Sa 


Die von &,7,¢, &',’, ¢° erfiillten Systeme (10) und (11) stimmen 
also mit den fiir # und #’ gefundenen (2) und (3) iiberein. Ein Unter- 
schied besteht aber beziiglich der Konstanten, die in dem quadratischen 
Integral (3) auftritt. Wie man durch direktes Ausmultiplizieren auf Grund 
der Formeln (8) und (9) erkennt, wird hier namlich: 


, , .a- 2 
= 9 
- 


(12) 2 


v¥e 
‘Vr 
vir 


>asca 


ire 


< 
eet 
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3. Von den folgenden, leicht zu bestitigenden Formeln, in denen sich 
da8 Summenzeichen » iiber ¢, 4, bzw. &’, »’, ¢’ erstrecken soll, werden 
wir weiterhin Gebrauch machen: 


hey i 1+ 8°, yee nr a0, Bed ae —" 4 9”? 
D> fia =0',, De ip = 8' I, 
(13) |} Dea=on, » 


, , 

Ey —_ d Oe, 
7 3 q \2 7 oO & Lb’, \2 4g \3 
> é.) == ( @, } _ P. = a. Bp ef, »> (&) == (i) ’ 
7 2 3 Pf a’ a’ ~_ ys) 2 a’? 
> (&, = ( #.) > Zz é. Sp = a, By = @¢ 7 9 (&s) (i) . 


Die beiden letzten Reihen lassen sich in der folgenden Schreibweise zu- 
sammenfassen: 


, 


‘ir 


sve 
w¥r 


“ 





(14) S’ de? =d#* —2erduds, 
auBerdem ist: 
(15) > didi’ =didi' —da* — dp’. 


4, Ersetzt man # durch ir nnd #’ durch ir’, so geht auch die Re- 
lation (4) in die mit (12) gleichlautende 


de"? = do" — 2e-1 dadp; 


— 


‘ , o 3 
21% = 2Ziyztz=—t* +17 —1 


iiber. Abgesehen von der Realitit, erscheinen dann die GréBenpaare 
&, 5 , 9’; €,0°; 1,1’ als unter sich vollkommen gleichwertig. Wird das 
Summenzeichen S iiber die vier GréBen &,,¢,1 baw. &’, 7’, ¢', 1’ er- 
streckt, so kann man die Formeln von Nr. 3 wie folgt schreiben: 


S21, Barut, S ez a6, S e'de=0, Sede’ =0, 
S éi* =. - Zev dad, S dé’* = — 20-v dads, 
S déde’ - — da* — dp”. 


Diese Relationen besagen aber, daB, wenn Fragen der Realitit bei- 
seite gelassen werden, die beiden GréBenquadrupel é,7,¢,2 und &’, ’,¢', 1’ 
sich als Koordinaten zweier beziiglich des Absolutums polarreziproker 
Minimalflachen des sphirisch-elliptischen Raumes auffassen lassen. In 
diesem Zusammenhange begegnen wir dem System der Differential- 
gleichungen (10) bereits bei Darboux**). Dieses System ist andererseits 

und das scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein -—- nur un- 


**) Darboux, Lecons sur la théorie gén. des surf. 3, p. 471 ff. 
12* 
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wesentlich verschieden von demjenigen, auf das in der Calapso-Bianchischen 
Theorie**) die Bestimmung der Biegungsflachen des Paraboloids zuriick- 
gefiihrt wird. Man hat nun aber ein Hilfsmittel, um von einem Mini- 
malflachenpaar des elliptischen Raumes zu einem Paar von Flachen von 
konstanter Kriimmung des euklidischen zu gelangen und auch den um- 
gekehrten Ubergang zu bewerkstelligen. Es besteht in der Anwendung 
der zweifachen, sogenannten Cliffordschen Abbildung**), die dem Minimal- 
flichenpaar des elliptischen Raumes die Bildkugeln eines Hazzidakisschen 
Paares von Flachen konstanter positiver Kriimmung im euklidischen Raume 
zuordnet. Unter Hinzunahme der im nachsten Paragraphen zu entwickelnden 
Konstruktion der Biegungsflache des gleichseitigen hyperbolischen Para- 
boloids auf Grund eines als bekannt vorausgesetzten I’-Netzes der Ein- 
heitskugel wire man demnach in der Lage, die Biegungsfliche des Para- 
boloids auch aus einem gegebenen Hazzidakisschen Paare von Flachen 
von konstanter Kriimmung im Raume zu konstruieren und damit die 
bisherige rein analytische Methode in geometrischer Hinsicht wesentlich 
zu erginzen**). Der Weg iiber die elliptische Geometrie erscheint indessen 
weder notwendig noch im Hinblick auf die angestrebte Aufdeckung geo- 
metrischer Beziehungen im euklidischen Raume besonders vorteilhaft. 
Wir werden auf das hier beriihrte Problem, die Biegungsflachen des Para- 
boloids aus Paaren von Flachen konstanter Kriimmung zu konstruieren, 
im III. Kapitel zuriickkommen, um es dort direkt anzugreifen. Vorerst 
handelt es sich darum, Einblick in zahlreiche geometrische Zusammen- 
hange zu gewinnen, zu denen ein auf der Kugel vorhandenes I['- Netz 
AnlaB gibt. 


§ 5. 
Die mit dem I’-Netz zusammenhangende Biegungsflache des gleich- 


seitigen hyperbolischen Paraboloids uad ihre beiden ausgezeichneten 
Evolventenflachen. 


1. Mit Hilfe eines auf der Einheitskugel als bekannt vorausgesetzten 
I’-Netzes kann man nun in der Tat die laufenden Koordinaten z, y, z 
einer auf das gleichseitige hyperbolische Paraboloid abwickelbaren Flache 
bilden. Dazu bedarf es dreier Quadraturen: 


(1) {a= Jf(e'dd+ Edd’), y=J(n'do 4 n di’), 
\ 2=f(¢'dd+¢de’), 


**) S. z. B. Bianchi, Lezioni di geom. diff. 8 (1909), § 86. 

™) Bianchi, Sulle superficie a linee di curvatura isoterme. Rend. Acc. dei Lincei 
(5) 12 (1903), p. 511. ‘ 
**) Hingewiesen sei hier auf das bereits in der Einleitung auf S. 160 Gesagte. 
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wobei ¢,...,é’,... die durch die Formeln (7) von § 4 definierten GréBen 
bedeuten. Man bestitigt leicht, daB unter den Integralzeichen exakte 
Differentiale stehen; aus § 4 (8) und (9) entnimmt man nimlich die Be- 
ziehungen: 

EpPa=Ea9s, Ep Pa = Ea Dp. 


Wir berechnen das Quadrat des Linienelements und finden: 
>) dz*=(1+ 6'")dd*+ 200 dodo’ + (1+ 8*)a0”" 
= 40° + de’* + [d(00')]’. 
Die Flache (z,...) ist demnach Biegungsfac’. ier Flache: 
e=-0, y=0', 2=00’, 


d. h. also des gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids z = ay. 
Schreibt man 


dx = (0 X+X")dd+(0X+4+X")ds' =X %dd6+ X" ds’ +. X4(00’), 
so wird man auf ein bemerkenswertes Formelsystem gefiihrt: 


dz = X"dx+ xX" dy + Xdz, 
dy = Y¥"dx+Y"dy+ Ydz, 
dz = 2 dx+Z” dy+Zdz. 


— 
to 
— 


Die geometrische Deutung ist die folgende: 

Das rechtwinklige Dreikant, das ein auf der Kugel gegebenes I'- Netz 
begleitet, definiert durch seine 9 Richtungskosinus eine orthogonale Sub- 
stitution, durch die die jeweilige Drehung dargestellt wird, mittels derer 
das gleichseitige hyperbolische Paraboloid, abgesehen von der erforderlichen 
Translation, in die betreffende, beim Rollen auf der Biegungsflache ein- 
genommene Stellung gebracht werden kann”). 

2. Eine weitere Untersuchung kniipft sich an die Tatsache, daB ¢, »,¢ 
und é’, »’, f° Integrale zweier Moutardscher Differentialgleichungen 


(3) 


ver 


- »!? , 
agp =e? ¢, bag er 


sind. Es liegt hiernach nahe, mittels der bekannten Formeln von Lelieuvre 
zwei Flachen (r, 9, 4) und (r’, 9’, 3’) zu konstruieren, auf denen die Kurven- 
netze («, #8) die Asymptotenlinien bilden und deren Normalenkosinus pro- 
portional mit £,7,¢ bzw. mit &’, »’, ¢’ sind: 


**) Rollt eine Fliche auf einer Biegungsfliche, so beriihren sich beide in zwei 
korrespondierenden Punkten derart, daB dort auch die korrespondierenden Fort- 
schreitungsrichtungen zusammenfallen. 
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fxr=J[(nla— Sma) de — (yb y— Cup) dB}, 
(4) , — oa? . 
le’ =J (9 Sh — nt) dee — (nS — 0 nf) a); 


die Formeln fiir 9,3, 9’, 4’ erhalt man durch zyklische Vertauschung 
innerhalb der Tripel &, 7, ¢ und &’, ’, ¢’. 

Auf den Flachen (r,...) und (r’,...) stellen nun die Asymptoten- 
linien («, 8) Gewebe dar, so daB sich hier ein spezieller Fall der in § 1 
behandelten Verhiltnisse bietet. In der Tat ergibt sich mit Benutzung 
von §4 (13), wobei wir iibrigens gleich an Stelle von e% und e~% be- 


Pap Dap ‘ 
¥ und —“ schreiben: 
t b 


ziiglich 
e a va e 1+9° , a ose 2 
> az? = (0,) da* + 2 | —— dap — D0. On| de dp +-(#,) dp, 


(5) 


| Sax" (8,)° da? + 2 | +— 8), — 0, 04| dadp + (85) dp". 


Diese Formeln gehen auch aus §1 (3) hervor, indem man dort # 


(bzw. @ ) fiir @ und ye =1+ #* (baw. 1+ 8°) fir o einsetzt. Die 
Benutzung des Theorems von § 1 la8t dann unmittelbar erkennen, daB jede 
der beiden Flachen (y, ...) und (r’, . ..) aus der Biegungsflache eines gleich- 
seitigen hyperbolischen Paraboloids, das eben ein spezielles gerades Konoid 
ist, in der am SchluB von §2 angegebenen Weise als Evolventenflaiche 
entsteht. 

3. Wir beachten nun, da8 sich das gleichseitige hyperbolische Para- 
boloid auf doppelte Art als gerades Konoid auffassen laBt. Es soll der 
Nachweis gefiihrt werden, da®B jede der beiden Flachen (r,...) und 
(r’,...), die Trager der asymptotischen Gewebe sind, als Evolventenflaiche 
eines der beiden Systeme von verbogenen Erzeugenden zu derselben, 
durch (1) dargestellten Biegungsflache des Paraboloids «= ay gehdrt. 
Dazu muB8 natiirlich iiber die in den Quadraturen (4) noch unbestimmt 
gebliebenen additiven Konstanten in geeigneter Weise verfiigt werden. 

Wir zeigen zunichst, daB man den Formeln (4) die folgende Gestalt 
geben kan: 


(6) dy=s'dio—#'dé, dy’ =Edv — dd?’. 


In der Tat ergibt sich mit Benutzung von § 4 (7) und (8) die folgende 
Umformung: 
jey+yYy”, oY 


= (2) a (2) : (1) 
og+2”, o.g|—~%(Y 2-2 ¥)— Ok 


(7) ou — Oma = 


1.’ t & ’ ,. 
= 0,(¢' — 0) —2'9,— 8", 
a 
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und auf analoge Weise: 
(8) — (nlp — Eng) = &' 8, — 8 &, 
so daB die erste Formel (6) bereits bestatigt ist, wahrend man bei der 


zweiten entsprechend zu verfahren hat. 


Es kann nun aber mit Benutzung von (1) 
(9) r=2-—0'§, ;y’=2-— 8?’ 


gemacht werden. Danach sind also wirklich die Flachen (r,...) und 
(r’,...), deren Normalenkosinus mit £, 1, ¢ und mit é’, 7’, ¢’ proportional 
sind, Orthogonalflachen zu den beiden Normalenkongruenzen, die die Bie- 
gungsfliche (z,...) des Paraboloids z= ay zum gemeinsamen Brenn- 
flaichenmantel haben und von den Tangenten der verbogenen Erzeugenden 
# = konst. und #’ = konst. gebildet werden. 


4. Die beiden ausgezeichneten Evolventenflachen (ry, ...) und (r’, ...), 
die zur Biegungsflache eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids ge- 
héren, erscheinen nicht bloB als spezielle Flachen mit asymptotischen 
Geweben, sondern auch durch ihre Zugehdérigkeit zu einer anderen Flachen- 
klasse bemerkenswert. 


Als Flachen P habe ich diejenigen Flachen bezeichnet, die bei Be- 
ziehung auf die Parameter « und f der Asymptotenlinien die charakte- 
ristische Bedingung 

é fll) @ f22) 
dai 2s  aplis 
erfiillen*’). Um nachzuweisen, daB die Flache (r, ...) eine P-Flache ist, 


driicken wir £’ zunichst linear durch é, é,, & aus. Es wird: 


w, df 6 

, as ' — 

(10) & =—§+— 7s —— 
o db oe 


was man durch Einsetzen der Ausdriicke 


ee GO X42" ee OX4+ ZX", 

> . 1 fl, 2 , of ™ 2) 
f= OX, =F lg(O +0 —-1)X+0 x%+ 0x' 
" } 


unter Heranziehung der Relation 

28,0,.=1+907+ 0" 
bestitigt. Dem System der Differentialrelationen (10) von § 4 kann man 
mittels (10) die folgende Gestalt geben: 


27) Jonas, Uber eine Klasse von Flichen, die ein Gegenstiick zu den von 
Demoulin und Tzitzéica betrachteten R-Flichen bilden. Berl. Math. Ges. Ber. 19 
(1921), S. 18. 
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bea = (pe + %) 8+ % ee — Se, 


(11) Eag = er, 
_ % %\.  % 5 2 
tgp = 2 8+ (96+ %) by gre) 
Aus (4) folgt: 


taa=Nlaa—CMaar Top = — (lee —o mpp) 
und mit Benutzung von (11): 


6. a) ba , 
ies - (9. + ) 5. — gt te — r+ (e+ ot) te. 


Mithin ist tatsichlich: 


11) = & 1 
2 — 3’ 1 in e’ ° 


Beziiglich der P-Flachen sei erwahnt, daB sie eine ziemlich weit- 


gehende Analogie mit den durch die Relation ‘a Y \ = - {7} charak- 
terisierten R-Flachen**) aufweisen, alg deren Gegenstiick sie sich geradezu 
auffassen lassen. Insbesondere gestatten sie wie diese asymptotische, d. h. 
durch W-Kongruenzen vermittelte Transformationen, durch die man aus 
einer Flaiche neue Flachen derselben Klasse gewinnt. Fiir diese Trans- 
formationen gilt iiberdies ein Vertauschbarkeitssatz, auf Grund dessen sie 
sich zu geschlossenen viergliedrigen Zyklen zusammensetzen lassen, wobei 
sich die vierte, den Zyklus schlieBende Flache aus den drei anderen mittels 
endlicher Operationen ergibt. Die betrachteten Evolventenflachen der auf 
das Paraboloid z = a y abwickelbaren Flachen bieten sich also (wie iibrigens 
auch die Minimalflachen, die ebenfalls spezielle P-Flaichen sind) als An- 
wendungsobjekte fiir diese neue Theorie dar. 


§ 6. 
Zwei I-Netze in einem viergliedrigen Zyklus Laplacescher 
Transformationen. 


1. Die Bestimmung des I-Netzes wurde in § 3 von den Differential- 
gleichungen 


(1) 28,0, = 28,0, =—1+ 07+ 0” 


**) S. ebenda das mit (1) bezeichnete Gleichungesystem. 

**) S. die Noten von Demoulin (C. R. 158, 8. 590, 705, 727, 797) und Tzitzéica 
(C. R. 153, 8. 1127; 154, 8. 54, 1144); ferner Jonas. Uber die Konstruktion der 
W- Kongruenzen usw. Jahresber. d. Deutech, Math.-Vereingg. 29 (1920), 8. 40. 
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abhingig gemacht. Bei Beziehung auf das [-Netz wurde das Quadrat 
des Linienelemente der Einheitskugel: 


2 OF 2 the + — OF". 
(2) 2 (ey ” + cope 


An dem Gleichungspaar (1) fallt die Symmetrie in den GréBen # und #’ 
auf. Es ist daher unmittelbar zu ersehen, da8 auch durch 





(Pa) 
ein I’-Netz auf der Einheitskugel definiert wird. Der geometrische Zu- 
sammenhang zwischen den beiden J"-Netzen, deren zweites wir zur Unter- 
scheidung mit '(X, ¥, Z) bezeichnen, soll untersucht werden. 
Nach § 4 (8) ist: 


(3 FP wn ot ie 4 a 
) s + (d,)* B 


—f _& 
(4) X=>. of 
woraus man auf das Bestehen der analogen Formeln schlieBen darf: 
‘ - & & 
(5) et ek 


Mit Benutzung von § 4 (9) findet man also als laufende Koordinaten des 
dieselbe Einheitskugel bedeckenden Netzes [” (Xx, Y,Z » 


(6) X= seal (0+ 0" 1)X+20'X" +202), ... 


Schreibt man X,..., X",..., X®, ... fiir die Richtungskosinus des 
begleitenden rechtwinkligen Dreikants, so daB 
= 1 -— — 1 — 
(7) ps an m4 » oat X, _ 3, x" 


wird, so gelten die zu § 4 (6) analogen Differentialrelationen, die aus 
diesen durch Vertauschung von # und #’ hervorgehen. Dabei ist: 

yi) _ ce 
(8) 1+6°+90 


(2) : ee * , js Oe 3 en , (2) 
ipatz et (BO X+(1 +0 —O )X— 2002"). 


ig (20X —200’'X"+ (1+ 0" — 0") x), 


Damit ist eine Transformation der I-Netze auf der Kugel gewonnen. 
Diese hat aber, wie offenbar ist, involutorischen Charakter und kann in- 
folgedessen nicht dazu benutzt werden, aus einem gegebenen /-Netze be- 
liebig viele neue zu erzeugen. Die Frage nach Transformationen, die einem 
solchen Zwecke dienen, soll uns hier nicht beschaftigen. Ihre Existenz 
ist tibrigens nicht zweifelhaft, da eine derartige Theorie mit der Trans- 
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formationstheorie fiir die Biegungsflachen des Paraboloids z = ay parallel 
laufen wiirde. 
2. Wir betrachten nun die beiden Flachen y und y’ mit den Koordinaten 


§ 9 ¢ . -.¢ 
ae ae und day ha de 


, 


Ae ee 
fiir die wir keine besonderen Bezeichnungen einfiihren wollen. Da é,..., # 
einerseits und &’,..., #’ andrerseits Integrale je einer Moutardschen Glei- 


chung sind, so stellen auf den Flichen y und y’ die Kurven (a, 8) kon- 
jugierte Systeme mit gleichen Invarianten dar. Wir wollen, einem durch- 
aus iiblichen Sprachgebrauche folgend, die konjugierten Systeme einfach 
mit ihren Tragern identifizieren und kurz von den konjugierten Systemen 


, 


efé 


fs 


,...) und y’{—,...) sprechen. 
oO / , \e’ . 
Korrespondierende Punkte von y und y’ liegen wegen 
v7 / ey" 1-4 1 ~ gf\? oa 1 
head \a) tj 3 ’ — (3) . 9’? 


auBerhalb der Einheitskugel und sind wegen 
yer. ; 
see 
konjugierte Pole. Da ferner 


\ 


d''4(5) =0, y+a(5) =0 


ist, so ist die Tangentialebene von y gleichzeitig Polarebene des korre- 
spondierenden Punktes von y’ und umgekehrt. Die beiden konjugierten 
Systeme y und y’ sind also polarreziprok in bezug auf die Kugel. 

Den geometrischen Zusammenhang zwischen den konjugierten Systemen 
y und y’ und den Orthogonalsystemen J’ und J’ der Einheitskugel ent- 
nimmt man den beiden folgenden Formelgruppen, die man leicht auf 
Grund der friiheren Relationen bestitigt: 


, 


-_ lye Ff, 1 $a g 1 ya > 1 $@) 
(A) rn = X +52 = X - gx ’ YU x+ yx -X+ Pa ’ 
E \ 2’ 4 ’\ 
X = + : : (=) _ ~ as 4 = — ’ 
(B) | b Ba da \b/ Fr d, 0p \d 


5 , a a &\ e’ , 8’ a ze’ 
| x-2+25 (4). ry ee os 
Die Gruppe (A) besagt, daB die Punkte von y und y’ auf den Tan- 
genten an die Kurven der Netze J’ und I" liegen, die Gruppe (B), daB 
sich auch umgekehrt die Punkte von J’ und J’ auf den Tangenten der 


konjugierten Systeme y und y’ befinden. Die Netze I’ und I’, die als 


tve 
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Orthogonalsysteme der Kugel gleichzeitig konjugierte Systeme vorstellen, 
schlieBen sich also mit y und y’ in der Folge I'yI’y’I’ derart zu einem 
Zyklus zusammen, da8 immer die «-Tangente der einen Flache £-Tangente 
der folgenden wird. Es gilt also der Satz: 


Die konjugierten Systeme I, y, I’ und y', von denen I’ und I als 
Orthogonalsysteme der bezeichneten Art dieselbe Einheitskugel bedecken, 
sind untereinander durch einen viergliedrigen Zyklus Laplacescher Trans- 
jormationen verbunden. 

Es mag noch folgende Bemerkung hier Platz finden. Ist auf der 
Kugel irgendein rechtwinkliges Kurvennetz gegeben, so werden die beiden 
durch die Laplacesche Transformation daraus hervorgehenden konjugierten 
Systeme von den Polen der Schmiegungsebenen beschrieben, mit anderen 
Worten: der von dem zweiten Brennpunkt z. B. der a-Tangente an die 
Kugel gelegte Tangentenkegel beriihrt diese lings des Kriimmungskreises 
der £-Kurve. 

Im vorliegenden Falle des I'-Netzes fallt nun der zweite Brennpunkt 
der «-Tangente von I” mit dem zweiten Brennpunkt der £-Tangente von I” 
zusammen. Wir diirfen also schlieBen: 

Die Kurven der Netze I’ und I° haben in korrespondierenden Punk- 
ten die Kriimmungskreise gemein und zwar so, daB der Kriimmungskreis 
der «-Kurve des einen gleichzeitig Kriimmungskreis der B-Kurve des 
anderen Netzes ist. 

DaB man die Punkte des Netzes I’ als zweite Schnittpunkte der Paare 
von Kriimmungskreisen in den entsprechenden Punkten von J" erhalt, wird 
durch die Formeln (6) zum Ausdruck gebracht. 

3. Die konjugierten Systeme y und y’ mit den laufenden Koordi- 


naten =-,... und 


s na ... bilden ein bemerkenswertes Beispiel innerhalb 


einer von Guichard**) und Calapso**) untersuchten Klasse, die durch die 

%°) Guichard, C. R. 182 (1901), 8. 249. 

51) Calapso, Un problema sui sistemi di linee fra loro coniugate e sulle relative 
trasformazioni di Laplace. Annali di Mat. (3) 13 (1907), S. 208. — Den Ausgangs- 
punkt fiir den ziemlich komplizierten analytischen ProzeB, der der Bestimmung eines 
G-Systems entepricht, bildet ein Lésungspaar w, H der Differentialgleichungen 


os 
, 2 @ log H 
—-=— sino, cosa = H — : 8 
dudv HH du dv 


2 
0 @ 


{uw und v entsprechen unseren Parametern « und f). Calapso bemerkte bereits 


8 


2 
; } a8 ; 
selber, daB fiir cosw=+1, wenn H=e” gesetzt wird, einfach 7° 2 sinh 8 


bzw. —o 2 cosh @ wird, daB also spezielle G-Systeme existieren miissen, die mit 
u dv 

der Verbiegung der Paraboloide zusammenhiangen. Auf eine iiber diese Festetellung 

hinausgehende Behandlung des Spezialfalls verzichtet die Calapsosche Abhandlung. 
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Eigenschaft ausgezeichnet ist, daB die nach beiden Seiten genommenen 
Laplaceschen Transformierten Orthogonalsysteme, d.h. also Kriimmungs- 
liniennetze darstellen. Hinsichtlich dieser G-Systeme, wie sie Calapso 
nennt, ist hier in erster Linie zu erwihnen, daB die besagte Eigenschaft 
auf einer Besonderheit der sphirischen Abbildung beruht, so daB jedes 
Parallelsystem zu einem G-System wieder ein solches ist. Es gilt ferner 
der Satz, daB die Gesamtheit der zu einer derartigen spharischen Abbildung 
gehérigen G-Systeme, zwei G-Systeme mit gleichen Invarianten aufweist. 
Die von Calapso angegebene Form des Linienelements**) einer Flache, die 
Trager eines solchen ausgezeichneten G-Systems mit gleichen Invarianten 
ist, l4Bt erkennen, daB das betreffende Kurvennetz ein Gewebe ist. Wir 
haben hier also Beispiele fiir konjugierte Gewebe. 

Was nun unsere konjugierten Systeme y und y’ betrifft, so stellen 
diese G-Systeme mit gleichen Invarianten dar. In der Tat erhailt man 
auch das Linienelement eines Gewebes, so z. B. fiir y: 


2 [e(3)]'= Fe — Fraeae. 


§ 7. 
Konstruktion gewisser Flichen mit I"-Netzen als sphirischen Bildern 
der Kriimmungsilinien. 


1. Die folgende Untersuchung kniipft sich unmittelbar an die am 
Schlu8 des vorigen Paragraphen konstatierte Eigenschaft der konjugierten 


Systeme r(5>--) und y’ (> so) zwei G-Systeme mit gleichen In- 


varianten vorzustellen. Es liegt nun nahe, nach den beiden zu y und »’ 
parallelen G-Systemen mit ebenfalls gleichen Invarianten zu fragen und 
nachzuforschen, was durch diesen Ubergang aus dem Zyklus Laplacescher 
Transformationen wird, der y und y’ mit den beiden Netzen [und J’ der 
Kugel verband. 

Die zu bildenden Parallelsysteme zu y und y’ seien mit 7 und 7’ be- 
zeichnet, ihre laufenden Koordinaten mit f, §, § und f’, 9’, 3’. Die 
Laplacesche Gleichung von y geht aus der Moutardschen Gleichung ,4 = e* é 
hervor und lautet: , 


(5) op (5) , 0 *(3) 


> — = © 


dadp | 8 ba o op 





*) Calapso gibt (a. a.0. S. 216) die folgenden Formeln: 


og a*¢ - oy 
= ? = = %¢ = PF os 
yE=e a’ F=e Judo’ yG =e 70" 
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Wir haben demnach 


»(é ,(#) 
fe = - 22(5) pol) 


zu nehmen, so daB 


(1) i= J [(€0. — &.8) da — (Fd, — &0) dB] 


wird. Die Laplacesche Gleichung mit gleichen Invarianten, der 7, 5, 5 
geniigen, ist dann: 

r Op - Ba - 

Eup — F be — GE =O. 


In entsprechender Weise sind f’, fj’, 3’ zu berechnen: 
(2) ¥’ = J [(§' 8. — 8.0") da — (8'0; — &8') dB). 


Es bestehen nun aber die Identitaten 


Ed. - §,8 = t'n, — bes — (ED, — &g8) = C' ny — n' ons 
die man in der gleichen Weise wie die Relationen (7) und (8) von § 5 
herleitet. Wir erhalten danach fiir =,... und auf analoge Art fiir f’,... 
die folgende neue Darstellung 
(3) == f(t'dy — n’dé), t’ =f (tdy’ — nat’). 


Als G-Systeme mit gleichen Invarianten sind auch 7 und 7’ Gewebe; man 
findet in der Tat mit Benutzung von § 4 (13): 


> d7* = d0*— 2e" (1+ 0") dadf, 


> dj" =d8" — 2e°" (14 8°) dadp. 


2. Zwischen den beiden konjugierten Systemen 7 und 7’ laBt sich, 


indem man ihnen eine geeignete relative Lage gibt, ein infolge seiner Ein- 
fachheit bemerkenswerter geometrischer Zusammenhang herstellen. Die 
eine der beiden durch (3) geforderten Reihen von Quadraturen, z. B. fiir 
I’, 5’, 4’, ist namlich, wie man unmittelbar bestatigt, entbehrlich und kann 
durch die Relationen 


(4) t’—E—n’6—C'y,... 

ersetzt werden. Danach sind aber die Flachen 7 und 7’, deren Normalen- 
kosinus sich wie £':9':¢’ bzw. wie &::¢ verhalten, die beiden Brenn- 
flachenmintel einer Linienkongruenz. Diese ist iibrigens eine W-Kongruenz, 
d. h. ausgezeichnet durch die Eigenschaft, daB sich auf den Brennflachen- 
manteln die Asymptotenlinien entsprechen. Die Rechnung zeigt, da beide 
Male die Asymptotenlinien die Kurven « + § = konst. sind. Man kann 
sich zum Beweise aber auch einfach auf die Tatsache stiitzen, da8 sich 
auf den Brennflichenmianteln 7 und 7’ nicht bloB, wie das bei jeder Linien- 
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kongruenz der Fall ist, die zu den Developpabeln gehérigen konjugierten 
Systeme, sondern auch die mit diesen richt zusammenfallenden konjugier- 
ten Systeme (a, 8) entsprechen. Man schlieBt daraus auf die Korrespon- 
denz aller konjugierten Systeme sowie der Asymptotenlinien von ¥ und 7’. 


3. Wir bestimmen jetzt die auf ihre Kriimmungslinien (a, £) be- 
zogenen Paare von Flachen (z,,...), (%,---) und (2zj,...), (aj,...), die 
aus y und ¥’ durch die Laplaceschen Transformationen hervorgehen. Da- 
bei mégen die durch den Index 1 gekennzeichneten Kriimmungsliniennetze 
von den zweiten Brennpunkten der «-Tangenten, die mit dem Index 2 
versehenen von den Brennpunkten der #-Tangenten beschrieben werden. 

Von vornherein ist iibrigens klar, daB diesmal die Laplaceschen Trans- 
formierten nicht paarweise zusammenfallen kénnen, daB also kein vier- 
gliedriger Zyklus Laplacescher Transformationen vorliegt. Da namlich die 
Tangentialebenen von 7 und 7’ sich langs der Verbindungslinie der korre- 
spondierenden Punkte beider Flachen schneiden, so ist notwendig die 
a-(bzw. B-)Tangente von ¥ windschief zur f-(bzw.a-)Tangente von >’. 
Immerhin liegen auch hier so einfache geometrische Verhiltnisse vor, daS 
ihre Feststellung von Interesse erscheint. 


Aus 7(fI,...) gehen die Flaichen (z,,...), (z,,...) hervor, gegeben 
durch : 
4 o 4 ~4 ¢ (2) 
(5) %=F— Ze =F —OX", 
. ~ d - ~ (1) 
(6) %=E—Z is=F+ 0X", 
2—f Be : 


und aus 7’(7’,...) die Flachen (z{,...) und (2j,...): 


, 


- , ~; iy -; -/ 2) 

(7) ai=f’—-—h =f’ — 0’ xX”, 

“Me f =< ees 

(8) %=It — >is =F’ 4+-0'X"™. 
bg ~ 


Dabei sind die Ausdriicke fiir X“’ und X® den Formeln § 6 (8) zu ent- 
nehmen. 


4. Wir beachten nun, daB nach (4) 
t’—F=9' 6 —C'n = X—O'X— OX =—-X+0X"+0'X" 


wird, und erhalten mit Benutzung dieser Beziehungen durch Subtraktion 
von (8) und (5) einerseits, von (6) und (7) andrerseits: 


(9) %—-2%,=X, %—27,=—. 
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Es ist ferner, wie ersichtlich: 


> (%--F)X=0, DS (x7) X=0, 

Dy (%—i)X=0, D'(ai—7’)X=0. 

Die Relationen (9) und (10) besagen aber, daB man die korrespondieren- 
den Punkte der beiden Paare Laplacescher Transformierter von 7 und 7’ 
als FuBpunkte der beiden Minimalabstande zwischen der «-Tangente der 
einen und der £-Tangente der anderen Flache erhalt. Diese Minimal- 
abstiinde haben die Richtungen (X,...) und (X,...) der zu den Netzen 
I’ und I gehérigen Kugelradien und, wie man aus (9) schlieBt, die kon- 
stante Lange 1. 

Wir zeigen nun weiter, daB die Minimalabstande der beiden Tangenten- 
paare Normalen der von ihren Fu8punkten beschriebenen Kriimmungslinien- 
netze sind. Damit ist dann gleichzeitig festgestellt, daB die Filachen 
(z,,.-.), (@g,-.-) eimerseits und die Flachen (x,,...), (zj,...) anderseits 
Paare von Parallelflachen mit dem konstanten Normalabstande 1 sind. 

Zu diesem Zwecke bilden wir nach (5) und (1) und unter Heranziehung 
von § 4 (6) bis (9) sowie von § 6 (7) und (8) die Differentiale der 
Koordinaten fiir die beiden Flachenpaare und fiigen die Ausdriicke fiir 
dX und dX hinzu: 


(10) 


a p44 e741 oe” 
dz, = —X%da ———- Xp, dai = —— Xda ——- Xap, 
Bq bg Ba bg 





1 


) i 
dX=— Xda + - x dB, 
a vp 
fs eu e’* — +1 = 
da, =~ +? ye _ egg, df = — Fag — = FP ag, 
- Be bg Ba b2 


1 gm 4 1 xOgy. 
Ba dp 





dX = 


Diese beiden Formelgruppen gestatten, die behaupteten Eigenschaften 
der vier Flachen unmittelbar abzulesen. Sie lassen auBerdem erkennen, 
daB —#°, #’*+1 die beiden Hauptkriimmungsradien von (z,, ...) 
und —(#’"-+ 1), #* diejenigen von (x,,...) sind. Die beiden Laplaceschen 
Transformierten von 7 sind also zwei mit Korrespondenz der Kriimmungs- 
linien aufeinander bezogene Flachen, die iiberdies in entsprechenden Punkten 
(wenn von der an sich belanglosen gleichzeitigen Anderung beider Vor- 
zeichen abgesehen wird ) gleiche Hauptkriimmungsradien, aber in umgekehrter 
Zuordnung zu den Kriimmungslinien besitzen. 

Wir fassen die geometrischen Ergebnisse des vorliegenden Paragraphen 
zusammen : 
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Die konjugierten Systeme 7 und 7’, die als Parallelsysteme mit 
ebenfalls gleichen Invarianten aus den Systemen y({,---)umdy’(S,...) 


hervorgingen, bilden die Brennflachenmantel einer W-Kongruenz. Ihre 
Laplaceschen Transformierten sind vier Orthogonalsysteme und lassen 
sich zu zwei Paaren von Parallelflachen mit dem Normalabstande 1 und 
mit den Netzen I’ und I als spharischen Bildern der Kriimmungslinien 
zusammenfassen. Die Normalen dieser Parallel/lachenpaare sind die 
gemeinsamen Lote zu ungleichnamigen Tangenten der Netze 7 und 7’, 
ihre Punkte die Fufpunkte dieser, die konstante Lange 1 besitzenden 
Minimalabstande. Die beiden Laplaceschen Transformierten von ¥ (oder 
in geeigneter Weise gewdhlte Paralielflachen dazu wie die Laplaceschen 
Transformierten von 7’) liefern ein Beispiel fiir ein Paar von Flachen, 
deren Kriimmungslinien sich entsprechen und deren Hauptkriimmungs- 
radien beim Ubergang von der einen zur anderen Flache ihre Werte 
vertauschen. 

5. Wir beschlieBen dieses Kapitel unter Hinweis auf die Bemerkung 
am Ende von § 4, indem wir zeigen, daB die entwickelten geometrischen 
Eigenschaften der vier Flachen (x,...), (r’,...), (Z,..-), (#',---), vom 
denen die beiden ersten, die Evolventenflichen der auf das Paraboloid 
z= ay abwickelbaren Flache, Trager asymptotischer Gewebe und die 
beiden anderen Trager konjugierten Gewebe waren, eine reelle Deutung 
fiir gewisse Paare von imaginiren Flachen von konstanter positiver 
Kriimmung darstellen. 

Nach § 5 (6), (9) und nach (3) und (4) im vorliegenden Para- 
graphen ist: 


r=f(e'de—8'ds), z'=JS(édd’—ode'), yx—yz'=8e'—9' 
I : f (t'dn — n’db), r’ = f (fdn’ = nat’), E—f’ = nt’ — ey’. 
Bei den nun erforderlichen Rechnungen werden die Formeln (13) von § 4 
gebraucht. 

Wir betrachten die Punkte (=, H, Z) und (=*, H*, Z*), gegeben 
durch: 


V¥e 


, 


S=r—p'+i(F—F') = OF — £0’ + i(t’ — on’), 
=* =p — yp! —i(f — #’) = 08’ — £0’ — i(nt’ — Sn’). 
Sie gehéren, da, wie mar. unschwer nachweist, 


=*=1, "="? =1 


ist, dem idealen Gebiet der Einheitskugél an. Durch dhnliche lineare 
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Verbindung der Koordinaten bilden wir die imaginaren Flachen (§, 9, $) 
und (s*, "*, ¢*): 


§=r+21'+s4(F+?’), 
-* ’ = ~* 
Ss Ett s(3+12) 
Wir wollen nun zeigen, daB (§,...) und (§°,...) zwei Biegungs- 


flachen der Einheitskugel und iiberdies ein Hazzidakissches Paar darstellen, 
d.h. punktweise derart aufeinander bezogen wird, daB bei der Abwicklung 


der einen Flache auf die Bildkugel der anderen korrespondierende Punkte 
zur Deckung gelangen. 


Man findet zunichst: 


DS =di=0, D=*ds* =0; 


das bedeutet aber, daB (=,...) die Bildkugel von (&,...) und ie”. a 
die Bildkugel von (§*,...) ist. 


Um nun zu zeigen, daB jede der beiden Flachen sich in der gedachten 
Weise auf die Bildkugel der anderen abwickeln laBt, iiberzeugen wir uns 
zunachst von der Richtigkeit der Beziehungen: 


, Va= yar ~ 7 a a 
> drdz'— Sdzdj’—0, DSadrdi=—0, Ddg'dz'=0. 
Mit Benutzung dieser Formeln ergibt sich dann in der Tat: 
> as* = S'd=** 
= Saz*+ Sar?— > dz* — > dz’*+ 21 ( Sardi’ + Saz'az), 
Sat — Sez” 
- > dr? { > 4" — >" dz" } - dz" a 2i(Y ardZ’ + D/dr'di). 
Damit ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen. Auf die weitere 


Reduktion dieser Linienelemente verzichten wir mit Riicksicht auf 
Kapitel III, in dessen Mittelpunkt ein reelles Hazzidakissches Paar steht. 


2 
Mathematische Annalen. #7. 13 
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Kapitel III, 


Die Beziehung der (reellen) Biegungsflichen des 
Paraboloids z=ixy, d.h. der Flichen vom Typus 
ds* — (1 — v*)du*® — 2uvdudv-+(1— u*)dv’ 
zu den Hazzidakisschen Paaren von Flichen von 
konstanter positiver Kriimmung. 


§ 8. 


Eine Eigenschaft zweier mit der Biegungsfliche starr verbundener 
Linienkongruenzen. 


1, Um nun den Fall eines reellen Paares von Flachen konstanter 
positiver Kriimmung, verbunden durch die Hazzidakissche Transformation 
ins Auge fassen zu kénnen, betrachten wir eine Biegungsfliche vom 
Typus: 


(1) ds* = (1 — v*)du* — 2uvdudv + (1 — u*)dv’, 


die wir, da 
=u, y=v, *£=iuv 

genommen werden kann, als Biegungsfliche des imaginaren gleichseitigen 
hyperbolischen Paraboloids = day ansprechen kénnen. Wir legen Wert 
darauf, nicht gleich von einem Hazzidakisschen Paare auszugehen, wie es 
schlieBlich zur Konstruktion einer Biegungsflaiche vom Typus (1) benutzt 
werden soll, sondern unsere Untersuchung zunichst ausschlieBlich auf den 
vorliegenden Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelements zu stiitzen. 

Es sei also (x, y,z) eine Fliache, deren Linienelement durch (1) ge- 
geben sei. Mit X, Y, Z seien die Normalenkosinus, mit Z, F, G,L,M,N 
die flachentheoretischen FundamentalgréBen bezeichnet. Es ist: 


E=1-v*, F=-wu, G=1-y7', 


EG — F*=1-—4«'-—v'=dH. 
Da 


tidmtesmtitatapn% fifq-me {2}--% 
wird, gelten die Relationen: 


(2) w,=DX, fo = — Ht — _%t+ ME, s.= NZ. 

Die FundamentalgréBen 2. Ordnung L,M,N, durch die erst die 
Gestalt der Biegungsflache im Raume definiert wird, miissen die Codazzischen 
Gleichungen und die GauBsche Gleichung erfiillen: 
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(3) L—-M+_Ll+_M=0, N,—-M,+5N+7M=0, 
. 2 1 


Bemerkt sei noch, daS das Kriimmungsma8 der Fiache positiv ist; 
es wird: 

pth Re kee SEEF, 

H® (1—u*—v?)** 


K 


2. Wir beachten nun, daB durch die Formeln 


{ X= uz, —vz,+XVH, 


5 wid a 
“) \¥=uz,—vz,—-XVH 


(H =1— u* — v*) 


zwei Punkte (Z,¥, 8) und (%,%, 8) auf der Einheitskugel um den 
Koordinatenanfang bestimmt werden. Von dem Punkte (,...) unserer 
Biegungsflache lassen wir zwei Strahlen mit den durch die Kosinus Z, 9), 3 
und £, ¥), 8 definierten Richtungen ausgehen. Diese liegen in der Ebene 
des die Kurve wv = konst. beriihrenden Normalschnitts symmetrisch zur 
Tangentialebene, mit der sie den durch cos mw =Vu*-+ v? gegebenen 
Winkel @ einschlieBen. 

Danach ist also die Orientierung der beiden Strahlen relativ zu dem 
von den Tangenten der Parameterlinien und der Flichennormale gebildeten 
Dreikant unabhingig von der jeweiligen Gestalt der Biegungsfliche im 
Raume, so da8 beim Ubergang zu einer neuen Gestalt die beiden aus der 
Gesamtheit der Strahlen bestehenden Linienkongruenzen in starrer Ver- 
bindung mit den Flichenelementen mitgefiihrt werden. Nach Bianchi**) 
wird bekanntlich eine derartige auf eine Linienkongruenz ausgeiibte Operation 
als eine Verbiegung der Kongruenz im Beltramischen Sinne bezeichnet. 

Von wesentlicher Bedeutung fiir das Folgende ist die durch die 
beiden Linienkongruenzen vermittelte und durch die Formeln (5) gegebene 
doppelte Abbildung der betrachteten Biegungsfliche auf die Einheitskugel. 
Indessen sind auch die Eigenschaften der beiden Kongruenzen selber nicht 
ohne Interesse, wie hier beiliufig erwihnt sein mag. Es zeigt sich namlich, 
daB diese Kongruenzen Normalensysteme sind. Dabei erinnern wir an 
die bekannte Invarianz dieser Eigenschaft gegeniiber Verbiegungen im 
Beltramischen Sinne. In der Tat sind die durch 











(6) =e“ S"2, 2-5" F 


*) Bianchi, Lezioni 2, Cap. XVII; ferner Annali di Mat. (3) 3 (1899). 
13* 
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dargestellten Flachen sowie deren Parallelflachen Orthogonalflachen der 
beiden Linienkongruenzen; denn es ist 


2 





— 0" dX — (udu - vdv)X, 


9 


dr, =dz-— = 


so daB sich mit Beriicksichtigung von (5) 2>Xdr,—0 und auf analoge 
Weise SX¥dr,—0 ergibt. Wir erkennen ferner, daB die beiden Flachen 
(x,,---) und (x,, ...) die Enveloppenschalen eines Systems von oo* Kugeln 


darstellen, die mit den Radien ¥ =?" | um die Punkte der Biegungsflaiche 


(2,...) geschlagen sind. 


3. Es handelt sich nun vor allem um die Berechnung der Linien- 
elemente der beiden Bildkugeln (X, ...) und (%,...). Zur Vereinfachung sei 


uz, —vz,=2z, XVH=z, 


gesetzt, so daB also 


(7) X=—2,+2,, X=—2,-—2 
wird. 
Wir finden mit Benutzung von (2): 
1 1—w* 

i a = Fou t Het (ul - vM)X, 
(8) 7 

ee —F%— 1S 2, + (uM —wvN)X, 
wahrend 
9 ‘m _yHx,-“x, —vHx,-x 
(9) ie Vv. “—T> > V HF 


ist. Danach wird: 

(10) > dz = a [(1 — w*)du* — 2uvdudv + (1 — v*)dv*} 
+[u(Ldu+ Mdv)+v(Mdu+ Ndv)}’, 

(11) D’da?= 5 (udu+odv)’+H > ax’. 

Es gilt aber allgemein die Formel: 


> 4x*= aor O(Ldu + Mdv)*—2F(Ldu+ Mdv)(Mdu-+ Ndv) 
+ E(Mdu+Ndv)’), 
die im vorliegenden Falle 
H 3) dX* =(Ldu+ Mdv)’+(Mdu-+Ndv)’ 
— (u(Ldu+Mdv)+ v0(Mdu+ N dv)}* 





(14) 
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liefert. Wir setzen diesen Ausdruck in (11) ein und addieren (10): 

S dz} + 3) dz = 7 (du*+dv*) + (Ldu+Mdv)* + (Mdu +Ndv)’. 
Schreibt man nach (4) LN — M’ iir ms so erhalt man: 

(12) DS’ da?+ »’ dz? = (L+N)(Ldu*+2Mdudv+ Nav’). 


Andererseits gewinnt man aus (8) und (9), wenn gleichzeitig be- 
achtet wird, daB 


auX,=—-L, D2,X,=))2,X,=-M, D'2,X,=-N 
ist, die Relation: 
(13) Y’ da, dx, = — = (Ldu* — Ndv?). 

— é VH 


Aus (12) und (13) folgen mit Beriicksichtigung von (7) die beiden 
Beziehungen : 


1} & 


j 


V 


sw 


| D'a8* = (L+N)(Ldu*+2M dudo+ Nav) —(Ldu*—Ndv?) 


9 


| yak" =(L+N)(Ldu*+2M dudv+Ndv*) + —(Ldu*— Nav) 
y 


4. Die wichtigen Eigenschaften der beiden quadratischen Differential- 
formen (14), die wir jetzt herleiten wollen, hangen aufs engste mit der Tat- 
sache zusammen, da8 man auf den Biegungsflaichen der Flachen 2. Grades die 
Asymptotenlinien und damit gleichzeitig das (bei der Abwicklung auf die 
Fliche 2. Grades) permanente konjugierte System mit Hilfe von Qua- 
draturen bestimmen kann. Der Beweis dieses fiir die ganze Biegungs- 
theorie der Flachen 2. Grades héchst bedeutungsvollen Satzes wird in der 
von Bianchi im 3. Bande seiner Lezioni**) gegebenen zusammenhangenden 
Darstellung in der Weise gefiihrt, daB fiir die quadratische Differential- 
form, deren Verschwinden das permanente konjugierte System definiert, 
ein Faktor amgegeben wird, der sie in eine Differentialform vom Kriim- 
mungsmaBe Null, d.h. in das Produkt zweier Differentiale verwandelt. 
Wir sind gendétigt, die Zerspaltung dieses Produkts durchzufiihren, da es 
fiir unsere Zwecke auf die Differentiale selber ankommt. Bemerkt sei 
iibrigens, daB die nachfolgende Bestimmung der beiden erforderlichen 
integrierenden Faktoren iiber den uns beschaftigenden Spezialfall hinaus 
leicht auf die Biegungsflichen der allgemeinsten Fliachen 2. Grades aus- 
gedehnt werden kann*). 

a § 85 auf S. 259. 
5) §. auch Jonas, Uber eine neue partielle Differentialgleichung des Deformations- 


problems und iiber die Bestimmung der Asymptotenlinien auf den Biegungsflachen 
der Flachen zweiten Grades. Berl. Math. Ges. Ber. 18 (1914). 8. 52. 
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Es sei zwecks iibersichtlicher Gestaltung der Rechnung fiir einen 
Augenblick gesetzt: 
L=IVH, —_ N=nVH. 
yH 
Dadurch erhalten die Gleichungen (3) und (4) von Codazzi und GauB die 
einfachere Gestalt: 
m=Hl, m,=—Hn,, m*+1=—H*ln. 


Man bestitigt nun unschwer, daB die beiden folgenden Ausdriicke 
exakte Differentiale sind: 





o" | v2ap— Vm? +1 — m(VIdu — Vndv). 
In der Tat wird — wir beschranken uns auf den ersten Ausdruck —: 
TS —_ [2 \y Vm?+1+m v1) ~ ~ (VVm?+1+m Va)| 
ai +H as 
— L(G) ~ bp —Uine, 


Wir ziehen es vor, die Formeln (15) in der folgenden Schreibweise weiter 

zu benutzen: 

V2de—=VVLN + M(VLdu + VN dv), 

(16) be Ser 
V2dp = VLN — M(VLdu — VN dv). 


5. Wir bilden mit Hilfe dieser beiden Formeln: 


[ 2deap = 7 (Ldu? — Ndv’), 


v 
| aes +dp* =VLN (Ldu?+2Mdudv+Ndv). 
Mithin sind « und f die Parameter des permanenten konjugierten Systems, 
wahrend die Asymptotenlinien der Biegungsfliche « + 4 = konst. darge- 
stellt werden**). 


Den beiden quadratischen Difierentialformen (14) kénnen wir jetzt 
mittels (17), wenn auBerdem noch 


(17) 


‘s+ 


*) Man beachte also, daB « und f im vorliegenden Kapitel eine andere Be- 
deutung haben als in den beiden voraufgehenden. 
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gesetzt wird, die folgende Gestalt geben: 
>) dk" =(e2 + e-2) (da* + dp’) — 4dadf, 


D>) dk* = (e2¢ + e-2°) (da* + dp*) + 4dads. 


Auf Grund dieser Formeln gelangen wir zu dem Ergebnis, da8 (%, ...) 
und (%,...) die Bildkugeln eines Hazzidakisschen Paares von Flachen von 
konstanter Kriimmung +1 darstellen. Ein solches liegt, wie bereits am 
Schlu8 von §7 festgestellt wurde, vor, wenn zwei Flaichen mit der kon- 
stanten Kriimmung +-1 punktweise derart einander zugeordnet sind, da8 
bei Abwicklung der einen Flache auf die Bildkugel der anderen (und um- 
gekehrt) korrespondierende Punkte zur Deckung kommen. Wir bemerken 
zunachst, daB die Tatsache, daB jede der beiden Differentialformen (19) 
das KriimmungsmaB 1 besitzt, durch das Bestehen der Differentialgleichung 


Baa + Og + e2° —¢~26—( 


(19) 


zum Ausdruck gelangt. Um nun erkennen zu lassen, daB durch (19) 
gleichzeitig zwei Biegungsflachen der Kugel im Raume ihrer Gestalt nach 
definiert werden, fiihren wir neue Parameter «’ und f’ mittels der Sub- 
stitution 

P a’ +p a'— 
™) el ae ee 
ein. Dadurch wird 


Dy dk*=eh'Oda'*+ch*0dp’,  —_>'dk*=ch*Oda'*+sh*Odp’ . 


Die rechten Seiten dieser beiden Formeln*’) sind aber die bekannten 
Ausdriicke fiir die Quadrate der Linienelemente zweier durch die Hazzi- 
dakissche Transformation verbundener Biegungsflachen der Kugel, bezogen 
auf die Parameter der Kriimmungslinien. Fiir die erste dieser beiden 
Flachen stellt gleichzeitig der zweite Ausdruck das Quadrat des Linien- 
elements der spharischen Abbildungen dar und umgekehrt. Die Bestim- 
mung der beiden Flaichen von konstanter positiver Kriimmung erfordert, 
da wir hier %,..., %,... als bekannt angesehen haben, nur Quadraturen. 
Die betreffenden Formeln werden wir unter Zugrundelegung der Parameter 
« und # im nichsten Paragraphen angeben. Es kommt aber, wie wir 
bereits bemerkt haben, nicht auf die Flachen selber, sondern nur auf ihre 
Bildkugeln an. 

Man wei8, da8 aligemein das mit dem KriimmungsmaBe multiplizierte 
Quadrat des Linienelements einer Fliche, vermehrt um das Quadrat des 
Linienelements der Bildkugel bis auf einen Faktor (die mittlere Kriim- 





%*) Bianchi, Lezioni di geom. diff. 2 (1903), § 392. 
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mung) die zweite quadratische Differentialform der Flache ergibt. Daraus 
geht hervor, daB man, um die Asymptotenlinien fiir die Flachen des 
Hazzidakisschen Paares zu bestimmen, nur die Summe der beiden Aus- 
driicke (19) gleich Null zu setzen hat. Auf diese Weise ersieht man 
sofort, daB diese Asymptotenlinien durch « +i = konst. dargestellt 
werden und demnach den Asymptotenlinien auf der Biegungsfliche des 
Paraboloids =iay entsprechen. Daraus folgt dann aber die Korre- 
spondenz simtlicher konjugierter Systeme. 

Wir sprechen unser Ergebnis in Gestalt des folgenden Theorems aus: 

Verbindet man mit jedem Punkte einer Biegungsflache vom Typus 

ds* = (1 — v*)du* — 2uvdudv + (1 — u*)dv* 


zwei Strahlen, die in der durch die Normale und die Tangente der Kurve 
uv = konst. bestimmten Ebene liegen und mit dieser Tangente zu beiden 
Seiten den Winkel w = arc cos Vu* + v* einschlieBen, so stellen stets die 
Bildkugeln der von den Strahlen gebildeten beiden Linienkongruenzen 
gleichzeitig die Bildkugeln eines Hazzidakisschen Paares von Flachen 
von konstanter positiver Kriimmung dar. Dabei besteht Korrespondenz 
zwischen den konjugierten Systemen dieser beiden Flachen und denjenigen 
der Biegungsflache. 


§ 9. 


Konstruktion der Biegungsfliche des Paraboloids «= ixy aus einem 
als bekannt vorausgesetzten Hazzidakisschen Paare. 


1. Indem wir uns auf den soeben bewiesenen Satz stiitzen, gelingt 
es uns leicht, auf Grund eines als bekannt vorausgesetzten Hazzidakisschen 
Paares von Flichen von konstanter positiver Kriimmung, genauer: auf 
Grund der beiden zu einem solchen Paare gehérigen Bildkugeln eine Bie- 
gungsfliche vom Typus 


(1) ds* = (1 — v*)du*® — 2uvdudvy-+ (1 — u*)dv® 


zu konstruieren. 

Aus den Formeln (5) von § 8 folgt namlich, wenn wir die spharischen 
Bilder X,... und X,... eines Hazzidakisschen Paares, ausgedriickt mittels 
irgend zweier, die erforderliche Zuordnung der Punkte leistender Variablen, 
als gegeben voraussetzen: 


1 
2yH 


(2) X = (¥ — X), Ur, — vz, = 
hieraus weiter: 


(3) H=1—w*—ot=F(1— 32k), w+ 0° =F (14+ D> 22), 
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also: 
(4) roiriigt 
V2 (1-222) 
Um nun mittels ¥,..., ¥,... die laufenden Koordineten z,... der 


Biegungsflache zu bestimmen, bilden wir auf Grund der Formeln § 8 (5) 
zunachst die Ausdriicke ¥) 8 — 8 ¥), ... und finden nach einigen Reduktionen 


(5) vz, + uz, => (93-89). 


Aus dieser Relation und der zweiten Formel (2) gewinnt man die Ausdriicke: 
z,, = Ftc [I (938 - 89) )o+( ¥+2%)u ), 
+= o(atzen (YB - 3Y)u—( £+ + ¥)v v). 


Es handelt sich nun darum, neben (3) eine zweite Relation fiir u 
und v aufzufinden. Zu diesem Zwecke bilden wir in der zweiten Formel (2) 
auf beiden Seiten die Differentiale, wobei wir die Ausdriicke § 8 (2) fiir 
Zu: %y»» Z,, benutzen, und erhalten: 


uu uv 


(6) 


iT a, 7 % + (Lu—Mv)X\ du 
uv 1—v* ; ] a . = 
a Mu + a, +(Nv—Mu)X|du=— 5 (d¥+dz). 


Multipliziert man diese und die beiden analogen Gleichungen gliedweise 


- 


mit denen der Gruppe (5), so ergibt die nachfolgende Addition: 


dk +dk, &, &| 
vdu—udv= i dH +4, 9, D). 
43 +48, 8, 3| 
Nach Division durch u* +- v* bzw. durch den der Relation (3) entnommenen 


Wert kann man zum Integral iibergehen. 
Zur Bestimmung der GréBen u und v hat man demnach das folgende 
Formelpaar : 


u? +o? = 2 (14+ 522), 
(7) |\dX + dk, Z, x 
arotg* = [ (— \d9+49,9. 9) 


2(1+2 22) 


|d3 +43, 8, 3| 
und fiir die Koordinaten z, y, z der Biegungsflache nach (6): 


(8) =f aera (O3— 3D) a(uv) + (84+ 8)a(“F)). 
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Wir behaupten also: 
Die Formeln (7) und (8) liefern die Konstruktion der Biegungs- 
flachen vom Typus (1): 


ds* = (1 — v*)du*® — 2uvdudv + (1 — u*)dv* 


aus je einem als bekannt vorausgesetzten Paar von Bildkugeln (2, ...) 
und (%,...) zweier durch die Hazzidakissche Transformation verbundener 
Flachen von konstanter positiver Kriimmung. 

Der noch zu fiihrende Beweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung 
bezieht sich auf zwei Punkte: einmal muB8 gezeigt werden, daB in (7) 
und (8) unter den Integralzeichen exakte Differentiale stehen, auberdem 
aber, daB die durch (8) definierte Flache tatsdchlich als Quadrat des 
Linienelements den Ausdruck (1) zuldBt. Der zweite Punkt mége, da er 
keine Schwierigkeiten bietet, vorweg erledigt werden. Wir nehmen also 
fiir einen Augenblick an, das Bestehen der Formelgruppe (8) fiir z, y, z 
sei bereits erwiesen. Dann wird: 


2 adhe we {Ut ~ (328) | d(uv)] + 2(1+ 5/28) | as r} 


Dieser Ausdruck geht mit Benutzung von (7) aber sofort in (1) iiber. 

Die Erledigung des ersten Punktes, nimlich der Nachweis, da8 fiir 
die Integrale (7) und (8) die Integrabilitaétsbedingungen gerade dann er- 
fiillt sind, wenn (Z,...) und (%,...) die Bildkugeln eines Hazzidakisschen 
Paares sind, erfordert umfangreichere Entwicklungen, die aber gleichzeitig 
zu weiteren, in analytischer und in geometrischer Hinsicht interessanten 
Ergebnissen fiihren. 

2. Es sei zunichst bemerkt, da8 wir die beiden als gegeben an- 
zusehenden Bildkugeln (%, ...) und (Z, ...) des Hazzidakisschen Paares von 
Flachen von konstanter positiver Kriimmung zweckmaBig nicht auf die 
Parameter der Kriimmungslinien beziehen, was an sich das Nachstliegende 
scheint, sondern auf die mit diesen durch die lineare Substitution § 8 (20) 
verbundenen GréBen « und f, denen auf der gesuchten Biegungsfliche des 
Paraboloids = iay das permanente konjugierte System entsprechen soll. 
Es sei also in Ubereinstimmung mit § 8 (19): 


>) dk? =(e8¢ + e- 2°) (da* + dp*) — 4dadZ, 
D>) dk* = (e*¢ + e-*¢) (da* + dp*) + 4dadp, 
wobei @ Integral der Differentialgleichung: 
(10) Baa + Ope + e2@ — e- 2° = 0 


ist. 


(9) 


— 
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Sind die Variablen, mittels derer die beiden Kugeln dargestellt und 
punktweise einander zugeordnet sind, zunachst andere, so erhalt man a und f 
durch Integration der Differentialgleichung 


(11) > 4%" — > dz" =0. 

Die Kurven («, 8) kénnen wir demnach als das Netz der korrespondieren- 
den Linien gleicher Bogenlange, gleichviel ob auf den Bildkugeln oder auf 
den Fliachen des Hazzidakisschen Paares, ansprechen. Sie lassen sich, da 
die linke Seite von (11) 8dadf, also eine Differentialform von verschwin- 
dendem Kriimmungsma8 ist, mittels Quadraturen bestimmen. 

3. Wir schicken nun eine Betrachtung vorauf, durch die zunichst 
einmal der Anschlu8 an die Calapso-Bianchische Theorie fiir die Verbiegung 
der Paraboloide gewonnen werden soll. Es handelt sich dabei um die 
Aufstellung eines seiner Natur nach mit dem System (1) von § 4 z- 
sammenfallenden Systems totaler Differentialgleichungen, dessen Integration 
die Bestimmung von u und v als Funktionen von « und # zum Endeffekt 
hat; dabei dient eine Lésung @ von (10) als Ausgangspunkt. Die Rolle, 
die dieses Gleichungssystem in der bislang bekannten Theorie gespielt hat, 
bestand darin, daB es die Biegungsfliche des Paraboloids intrinsek, d. h. 
lediglich durch die flachentheoretischen FundamentalgréBen und ohne eine 
bestimmte Orientierung im Raume lieferte. 


Es geniigt also fiir den Augenblick, ein Integral # von (10) als be- 
kannt vorauszusetzen, wahrend auf die Kenntnis von %,..., %,..., deren 
Ermittlung dann noch die Integration zweier totaler Differentialgleichungen 
vom Riccatischen Typus erfordern wiirde, verzichtet wird. Wir lésen zwecks 
Bestimmung von u und wv die Gleichungen (16) von §8 nach du und dv 
auf und erhalten, wenn die Beziehung 

1/N 


( 12) , = 9 
beachtet und 


(13) V>('- gy) <4 Ve(1+ ay) =» 


gesetzt wird: 
(14) du=e%(idae+pdp), dvu=e-*(ida—udf). 
Nun folgt einerseits aus (13) mit Benutzung der Relation 
1 
a aay GA and 2 Ole Gane 
(15) H=1-—u*-v a 
die Gleichung: 


(16) u?+o2+/4°+ nu? =1; 
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andrerseits erhailt man, indem man fiir (14) die Integrabilitatsbedingungen 
aufstellt: 


(17) Ag =O.u, pa = 9,4. 
Die noch fehlenden Ausdriicke fiir 4, und uy ergeben sich, wenn man die 
partiellen Ableitungen von (16) bildet und mit Hilfe von (14) und (17) 
reduziert. 

Wir gewinnen auf diese Weise das folgende System totaler, linearer 


und homogener Differentialgleichungen fiir die vier gesuchten Funktionen 
u,v, 4, mw: 


UM =e9A, user, vu,=e- 8d, vg =—=— eon, 
(18) 4g =— pO;—ue®—ve-®, Azs—O.n, 
Ma=0;4, we=—— 10, —ue®+ve-®; 


dazu kommt, mit der Bedeutung einer Anfangsbedingung, die quadratische 
Relation (16) 

u?+o2+4°4 pe ® =), 
durch die der infolge der Differentialgleichungen (18) konstante Wert des 
auf der linken Seite stehenden Ausdrucks festgesetzt wird. 

Da8 nun ein Lésungssystem u,v,/4, u, zu dem man auf Grund eines 
bekannten Integrals § von (10) gelangt ist, tatsaichlich hinreicht, um eine 
Biegungsflache vom Typus (1) durch ihre flachentheoretischen Fundamental- 
gréBen zu definieren, bestaétigt man am einfachsten, indem man sich die 
Formeln von § 8 wieder herstellt, d. h. die durch (12) und (13) bestimm- 
ten und demnach die Relation (15) befriedigenden GréBen L, M, N ein- 
fihrt, die Relationen (14) in § 8 (16) verwandelt und zum Ausdruck 
bringt, daB in den letztgenannten Formeln die rechten Seiten exakte Diffe- 
rentiale darstellen; damit erhalt man aber die Codazzischen Gleichungen 
fir L, M, N, auf die es allein noch ankam. 

Abgesehen von der Beschrankung auf das spezielle Paraboloid «= ia y 
erweist sich das Gleichungssystem (16), (18) als identisch mit demjenigen, 
das im Mittelpunkt der Calapso-Bianchischen Theorie steht. Die hier ge- 
gebene Herleitung ist tibrigens insofern neu, als nicht von den Christoffel- 
schen Aquivalenzformeln**), sondern von dem Umstande Gebrauch gemacht 
wurde, daB man in der Lage ist, die integrierenden Faktoren (s. § 8, 4.) 
fir die Differentialgleichungen des permanenten konjugierten Systems (oder, 
wenn man will, der Asymptotenlinien) anzugeben. 

Man wird hier die Frage aufwerfen, welche prinzipielle Anderung der 
bisherigen Biegungstheorie der Paraboloide uns eigentlich gestattet, ihr den 


**) Bianchi, Lezioni di geom. diff. 3 (1909), S. 250. 
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rein analytischen Charakter zu nehmen und sie in eine geometrische Theorie 
umzuwandeln. Die Antwort liegt in dem Hinweis auf die Deutung der 
Parameter « und f, die von der friiheren Auffassung abweicht. In der 
Tat kénnen die Variablen a und 8 — und das erscheint als das Nichst- 
liegende, solange man nur die Lésung @ von (10) ins Auge fabt — als 
Parameter der Kriimmungslinien auf der durch @ intrinsek definierten 
Flache von konstanter positiver Kriimmung angesprochen werden, der dann 
das Quadrat des Linienelements 


ds* = 4(ch*@da*+sh*@dp*) oder ds*=4(sh*Oda*+ch*Odp") 


zukaéme. Das ist der Standpunkt der urspriinglichen Theorie, die eben aus 
dem Grunde eine rein analytische bleiben muBte, weil der Ubergang zu 
den beiden, wie aus unseren Entwicklungen hervorgeht, in Wirklichkeit 
allen in Frage kommenden Flachen von konstanter Kriimmung mit den 
durch die Formeln 


{ dey —(e2¢ + e-*) (da* +. dp") + 4dadf, 


(19) 
” | d32 = (e*° + e-*°) (da? + dp*) — 4dadB 


gegebenen Linienelementen eine Lie-Bonnetsche Transformation bedeutet, 
die bekanntlich keiner geometrischen Interpretation fahig ist und die trans- 
formierten Flachen nicht in einer bestimmten raumlichen Orientierung 
liefert **), 

Wir wollen nun zeigen, daB wir auf Grund unserer neuen Auffassung 
des Sachverhalts imstande sind, von den als gegeben vorausgesetzten Bild- 
kugeln (¥,...) und (%,...) ausgehend, das allgemeine Integral des 
Systems (16), (18) unmittelbar und zwar ohne jedes Integralzeichen nieder- 
zuschreiben; dabei wird dann also auch die durch die zweite Formel (7) 
verlangte Quadratur durch einen endlichen Ausdruck ersetzt. Der noch 
zu erledigende Teil der Rechnung, der die vorliegende Untersuchung zum 
Abschlu8 bringt und auch die Verifikation der Integrabilitétsbedingungen 
fiir (8) umfaBt, stiitzt sich ganz wesentlich auf eine bemerkenswerte und, 
wie beilaiufig bemerkt sei, einer weitgehenden Verallgemeinerung fahige 
geometrische Deutung der vier Funktionen u, v, A, yn. 


4. Wir verbinden mit den Punkten der Kugeln (%,...) und (2, ...), 
die, wie vorausgesetat wird, die durch (9) gegebenen Linienelemente zu- 


3) Ohne hier auf die Theorie der quadriche coniugate in deformazione ( Bianchi, 
Lezioni 3, Cap. V) naher einzugehen, stellen wir fest, daB die Bianchische Trans- 
formation H in dem besonderen Falle, wo sie zwischen den Biegungsflichen der 
sog. Darbouxschen Flichen 2. Grades und den Biegungsflichen der Paraboloide ver- 
mittelt, sich auf die Liesche Transformation der zugehérigen Flichen von konstanter 
Kriimmung zuriickfiibren 1a8t. 
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lassen, je ein begleitendes rechtwinkliges Dreikant 4 und 4. Die Tan- 
gentenrichtungen (¥, ...), (Z,...) baw. (%™,...), (2%, ...) wollen wir 
dadurch definieren, daB wir auf beiden Kugeln das von den Halbierungs- 
geraden der Koordinatenwinkel gebildete rechtwinklige Achsenkreuz in der 
Tangentialebene um 45° drehen. Es gelten dann die beiden folgenden 
Gruppen von Differentialrelationen: 


%. = e-O FV 4 PLE ae X, vee ee x” ai ee ZX” 
(20) O— 92% e-9x, = 0.24 0H, 
x ja 0,%” — eX, xf aay he 6.4 + e-X, 


¥ =e °ZF%_ -°F” %, — 9 ¥” _ --9 ZF” 
(21) Z — — 0,2" — e~°F, %> . 0.4” — e°, 
Z?— 0,2" + °F EP — —0.2"4 0°. 
Erwahnt seien, wenn auch ohne Belang fiir das Folgende, die Formeln 
fiir die laufenden Koordinaten der beiden zu den Bildkugeln gehérigen 


Flachen von konstanter Kriimmung +1, die das Hazzidakissche Paar 
bilden: 


to=J[(e-°E — e° Xk”) da + (e° x” ae e~°%™) dB}, 
Fo —=J[(e~°E + e° E™) da — (e°E” + eR”) dg). 


Mittels (20) und (21) bestatigt man, da8 unter den Integraizeichen 
exakte Differentiale stehen. Ferner iiberzeugt man sich leicht davon, da8 
zwischen jeder der beiden Flaichen und der Bildkugel der anderen die 
behauptete Isometrie besteht: 


(22) 


> are = 5 dB* = (c** + e-**)(da* + dp*) + 4deds, 


> dt = >’ ak* =(e** + e~**)(da* + dp*)— 4dadf. 
5. Wir beweisen nun den folgenden Satz, aus dem hervorgeht, daS 


den GréBen u,v, 4, u bereits in bezug auf das Bildkugelpaar (Z, ...), (%,...) 
ganz unabhaingig vom Biegungsproblem fiir das Paraboloid z= iay eine 
beachtenswerte geometrische Bedeutung zukommt: 

Die vier durch die Relation u*+0?+4°+ u2=1 verbundenen 
Integraljunktionen des Systems (18) sind identisch mit den Eulerschen 
Parametern derjenigen Drehung, durch die das Dreikant A in die Stellung 
von 4 gebracht wird. 

Zum Beweise gehen wir von der zwischen 4 und 4 vermittelnden 
orthogonalen Substitution (mit der Determinante + 1) aus, die wir in 
Gestalt des folgenden Tafelchens schreiben: 
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Fd x® _ 





ju? + o*— 2° — pw? 2(vlA — un) 2(vu+ wa) 





(23) z® | 2(vAt+upm) |e?+2°—v*— p? 2(Au — uv) 











z® | 2(vu — ud) 2(Au+uv) je?tpu*—v*— 7’, 





u?+o?+i + y*=1. 


Die GréBen u, v, 4, uw waren also im einzelnen definiert durch die 
Formeln: 


4u*=1+ SHE+ DEVE + EME” 

4v°= 14+ 72% — SEE — SRR™ usw. 
Dazu kommen Formeln fiir die Produkte aus je zweien der GroBen: 
duv =»! xR” — > 2" =” usw. 


Sie lassen erkennen, daB, wenn iiber das Vorzeichen bei einer der GréBen 
verfiigt wird, die der drei iibrigen mitbestimmt sind. 


(24) 


Es handelt sich nun darum, zu zeigen, daB u,v,A, u das System der 
Differentialgleichungen (18) erfiillen. Wir differentiieren mit Benutzung 
der Formeln (20) und (21) die erste der Relationen (24) nach a und 


finden zunachst: 
4st. = e°( xR — 522"). 


Dem Tafelchen (23) zufolge kann man hierfiir schreiben: 
a = eA. 
In ganz analoger Weise ergibt sich: 


us = efu, v.=e °2, vg = —e on. 
Die vier letzten Formeln geniigen im Verein mit der quadratischen 
Relation dazu, ganz wie am Schlu8 von Nr. 3 das Bestehen des Systems (18 ) 
nachzuweisen. 

Wird nun eine der beiden Kugeln, z. B. (%,...), der G, ihrer 
Drehungen im Raume unterworfen, so treten drei willkiirliche Konstanten 
in die fiir w,v,... gefundenen Ausdriicke (24) ein. Danach liegt also 
das allgemeine Integral des Systems (16), (18) vor; denn dieses weist drei 
willkiirliche Konstanten auf, nimlich die Werte, die man fiir ein anfing- 
liches Wertepaar a,, 8, der Variablen dreien der durch die Relation 
wu? + v?+ ar 4. * = 1 verbundenen vier GréBen beilegt. 
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6. Wir beachten, daB die erste Relation (7) 

o 1 ( “") ae 35 \ 

“u?+ 9? = g\1 +> XE) 


jetzt eine unmittelbare Folge von (23) ist. Was die zweite der Relationen (7 ) 
anbetrifft, so ist zu bedenken, da8 sie, wo wir die endlichen Ausdriicke (24) 
fiir « und wv bereits besitzen, nur noch eine Identitat vorstellen kann. 
Deren tatsichliches Bestehen soll nun nachgewiesen werden. Damit 
erledigt sich die am Schlu8 von Nr. 1 in Aussicht gestellte Bestatigung 
dafiir, daB in der fraglichen Forme! unter dem Integralzeichen ein exaktes 
Differential steht. 





Es sei also: 
d& +- dd, &, 3) 
or _ J 
43 +43. 8, 


Wir schreiben dafiir: 
(26) J= [ane > {+(03 — 39)4k + 4.193 — BB) az}. 


Fir }(Y8 — 8Y) gewinnen wir zwei verschiedene Ausdriicke, je nachdem 
wir das Dreikant 4 oder A bevorzugen. Um z. B. den ersten Ausdruck 
herzuleiten, bilden wir mittels des Tafelchens (23): 


' Y, (vs —up)Y” + (vu + ud)Q”| 
5} (93 —- 89) = (1) / cy (2) | 
- 8B, (vA — wp) 8 + (ve + ud)B 
und beachten, da8 
93” a gy” - x" ' y” 3 - 3° 9) Ea 


ist. Wir finden: 


(27) reed > BY) —(vm + wa) x” 1 (yd — up) z” 


(2) 


= (vu — ud)¥™ — (vi um) 
Setzt man nun in (26) fiir }(Y8 — BY) an erster Stelle den ersten, 
an zweiter Stelle den zweiten der Ausdriicke (27) ein und driickt auBerdem 
d£ und dz mittels der Formeln (20) und (21) aus, so ergibt sich: 
= { tal(ve® —ue~*)Ada + (ve® + ue~®) udp} 
und mit Benutzung von (18) tatsiichlich: 


y= [eae eee arctg —. 
- 


u*+v? 











Gewebe und Verbiegung des Paraboloids. 205 


Beziiglich des Integrals (25) bemerken wir ohne nahere Ausfiihrungen, 
da8 der unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck durchaus nicht etwa 
nur dann ein exaktes Differential wird, wenn (%,...) und (Z,...) die 
Bildkugeln eines Hazzidakisschen Paares von Flachen von konstanter 
positiver Kriimmung sind. Als Bedingung findet man vielmehr, da8 die 
beiden Kugeln (Z,...) und (%,...) aufeinander fldchentreu bezogen 
sein miissen, wie es im besendeven beim Hazzidakisschen Paare der 
Fall ist. 

7. Es ist schlieBlich noch zu zeigen, da® fiir die Quadraturen (8), 
mittels derer die laufenden Koordinaten z, y, z der Biegungsflache berechnet 


werden sollen, die Integrabilitaétsbedingung erfiillt ist. Zu diesem Zwecke 
formen wir den Ausdruck 


dz = sar7eH (YB — B)d (uv) +(2+¥)a(“>*)| 


um, indem wir die eine der heiden Kugeln, z. B. (%,...) bevorzugen. 
Wir benutzen also die erste der beiden Formeln (27) und entnehmen (23) 
den Ausdruck fiir %. Nach einigen Reduktionen ergibt sich: 


(28) da=(uX — pk" + 12) du — (v¥ +142" + wk) dv 
Es sei nun zur Abkiirzung und in Anlehnung an § 5 (1) gesetzt: 
(29) w¥—eE+aR%— 2, —(o¥ +12 + n¥™) me, 


so daB also 





Ze = b' tt, + Eve, ap = E' ty + Ev, 
wird. 


Die zu bestatigende Integrabilitatsbedingung wire die Relation: 
Ep tha + Epa = Fatty + Earp. 
Wir zeigen leicht, daB einzeln 
(30) Estat Epva=0,  — Eattp + bare =0 
wird. In der Tat finden wir durch Differentiation von (29) mit Benutzung 
der Systeme (18) und (20): 
f= e? (uF + uk — vk"), &. =e? (u¥+ uk” — vk"), 
bya —e 9 (— AR + 0894+ uk™), Fy = e9(—1¥ + 0%" + uk"), 
so daB sich 
ef +e 8k 0, cf, —e °F, = 0 

und damit (30) ergibt*®). 





) Unter Hinweis auf § 4, 4 stellen wir fest, daB ¢, 7, ¢, w und &’, 7’, &’, w 
die laufenden Koordinaten 2weier polarreziproker Minimalfiichen des sphirisch- 
elliptischen Raumes sind. Es ist nimlich:  ¢gortsstsung der FuGnote 40 auf nichster Seite) 

Mathematische Annalen. 87. 14 
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Hiermit ist einerseits der Beweis des in Nr. 1 aufgestellten Theorems 
zum Abschlu8 gebracht. Andererseits kénnen wir auf Grund der letzten 
Entwicklungen das Ergebnis in der folgenden neuen Form aussprechen: 

Kennt man die Bildkugeln (%,...) und (Z, ...) eines Hazzidakisschen 
Paares von Flachen von konstanter positiver Kriimmung, bezogen auf 
die in Nr. 2 definierten Parameter « und B, so hat man zwecks Bestimmung 
einer Biegungsflache vom Typus 

> dz’ = (1 — v*)du* — 2uvdudv + (1 — u*)dv* 


die Eulerschen Parameter u,v,i,u, durch die sich die zwischen den 
begleitenden Dreikanten 4 und A vermittelnde orthogonale Substitution 
darstellen laBt, nach (23) bzw. (24) zu berechnen und erhdlt dann x, y, z 
durch Quadratur: 

(81) 2=—f[(uX —wX™+1¥)du— (v¥ +14¥+ u®™) dv] usw. 

Wir kénnen auBerdem in engster Fiihlungnahme mit der Calapso- 
Bianchischen Theorie den folgenden Zusatz formulieren: 

Ist von den beiden Kugeln nur die eine, etwa (X,...) gegeben, so 
ist die Integration des Systems (16), (18) als gleichwertig mit der 
Bestimmung der anderen Bildkugel anzusehen. Auch in diesem Falle 
gestattet die Kenntnis der Lésungen u,v, 4, u des Systems, die 
Koordinaten x, y, z der Biegungsfldche nach (28) durch Quadratur 
zu finden. 

Es sei schlieBlich bemerkt, daS einem jeden Integral 8 von (10) 
nicht eine einzelne Biegungsflache des betrachteten Typus entspricht, 
sondern eine dreiparametrige Untergruppe innerhalb der allgemeinen 
Biegungsgruppe, die dadurch erzeugt wird, daB man die eine der beiden 
Kugeln, etwa (%, ...), ihren oco* Drehungen im Raume unterwirft. 


Berlin, im Oktober 1921. 


Ds*+ut= B Ze*+t=1, Let’ +uv=0, 
J de + dut=e?9 (dat+dp*), Tde’*+dv*=e- 29 (de*+ dp"), 
Edi dt’ +dudv=dat—dp’. 
Dabei stellen die Kurven (a, #) die Kriimmunggslinien auf diesen Minimalfiachen dar. 


(Eingegangen am 13. 11. 1921.) 
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Inhalt. 
Erster Abschnitt (SchluB): 


5. Charakteristische Zahlen von Kurven und Vereinen. 

6. Die charakteristischen Zahlen einander entsprechender 
Kurven x(t) und &(t). 

7. Die Singularitatengleichung. 


5. Charakteristische Zahlen von Kurven und Vereinen. 


Es ist bekannt, da8 in der projektiven Geometrie die gewéhnlich so 
yenannten Singularitdten zweier zueinander korrelativer Kurven einander 
wechselweise bedingen. Einer (als Punktort) .,singularitatenfreien“ alge- 
braischen Kurve von héherer als der zweiten Ordnung entspricht in einer 
korrelativen Transformation der ebenen Geometrie immer eine andere, 
deren Punktort gewisse Singularititen (sogenannte notwendige Singulari- 
taéten) anhaften werden. 

Ahnlich wie eine Korrelation verhilt sich nun die Zuordnung zwischen 
den Ortern der Punkte z und é (S. 47). Man wird eine tiefere Einsicht 
in das Wesen der Beziehung zwischen einem Verein auf der Flache 
2. Ordnung und seinem Bilde, einer Kurve des Bildraumes, erhalten, wenn 
man untersucht, wie Besonderheiten der verschiedenen Stellen des Vereins 
und der Kurve einander bestimmen. 

Es sei zunaichst daran erinnert, daB wir als Stellen des Vereins oder 
der Kurve selbst die z@vor (8. 53) genannten, nur durch Grenziibergiinge 
zu erhaltenden Elemente oder Punkte nicht betrachten. Folge hiervon 


*) Der erste Teil ist in Math. Ann. 86, S. 40-77 erschienen. 
14* 
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ist, daB wir nur von solchen ,,Singularitéten“ zu reden haben werden, die 
schon bei algebraischen und sogar schon bei rationalen Vereinen oder 
Kurven auftreten kénnen. 


Von den verschiedenartigen Stellen algebraischer Kurven handeln 
zahlreiche Abhandlungen. Es findet sich aber in dieser Literatur, beson- 
ders in der lteren, nicht weniges, das zu Bedenken Anla8 gibt. Erst in 
dem Werke von Hensel und Landsberg iiber die Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Verianderlichen (Leipzig 1902, 8. 460 ff.) habe ich eine 
exakte Bearbeitung des bezeichneten Stoffs gefunden. 


Fiir die Zwecke der vorliegenden Untersuchung schien es mir gleich- 
wohl nicht angezeigt, das dort Vorgetragene als bekannt vorauszusetzen. 
Einmal wiirde damit dem Leser eine Ubersetzungsarbeit zugemutet wer- 
den, die ihm erspart werden kann; dann aber ist das, was hier gebraucht 
werden wird, dort nur teilweise und auch nicht auf die einfachste Art 
entwickelt, sondern im Zusammenhang mit anderen Uberlegungen dar- 
gestellt, aus denen es erst herausgesucht werden miiBte, solchen, die einen 
breiteren Unterbau nétig machen. Ich halte es also auch hier fiir richtig, 
ganz von vorn anzufangen. Da dabei iiberall nur die gewdhnlichsten 
Satze iiber Potenzreihen benutzt werden, so konnten bei sachgemaBer Ord- 
nung des Stoffs, die hoffentlich erreicht sein wird, die Beweise gréBten- 
teils unterdriickt werden. Ein mit der Theorie der analytischen Funk- 
tionen vertrauter Leser wird sie ohne Schwierigkeit erganzen. 


[1]. ,,Zu jeder Stelle einer jeden analytischen Kurve des projektiven 
Punktkontinuums {z,:2,:%,:2,} gehdren unendlich viele analytische 
Funktionen des Ortes auf der Kurve, deren jede einzelne (¢) den folgenden 
Forderungen geniigt: 

(a). Die Funktion ¢ hat an der betrachteten Stelle den Wert Null. 


(b). In einer gewissen Umgebung dieser Stelle (die nunmehr als 
Stelle t= 0 bezeichnet werden darf), lassen sich die Werte der Verhiltnis- 
gréBen (Koordinaten) z, so wiahlen, daB sie gewdhnliche Potenzreihen 
werden, die nach Potenzen von ¢ fortechreiten. Es darf dabei noch an- 
genommen werden, daB mindestens einer der Koordinatenwerte z,(0) von 
Null verschieden ist {2(0)+ 0}, wie es weiterhin auch stets vorausgesetzt 
werden soll. 


(c). In einer gewissen Umgebung derselben Stelle (die méglicher- 
weise enger ist als die vorige) entspricht jedem Kurvenpunkt nur ein 
Parameterwert.“ 


Hat eine analytische Funktion des Ortes auf der Kurve gleichzeitig 
die unter (a), (b), (c) genannten Eigenschaften, so nennen wir sie einen 
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zur betrachteten Stelle gehérigen oder ihr entsprechenden uniformisierenden 
Parameter*’). 
Ist ¢ ein solcher Parameter, so ist jeder andere ¢ in der Form 


e=ct+... {c + 0} 
durch eine gewdhnliche Potenzreihe darstellber. 

Mit Hilfe eines uniformisierenden Parameters ¢ kénnen weitere Funk- 
tionen des Ortes auf der Kurve zunichst fiir eine Umgebung der Stelle 
¢= 0 erklart und dann analytisch fortgesetzt werden. Der allgemeinste 
Fall, den wir in dieser Hinsicht zu betrachten Anla8 haben, entspricht 
Funktionen der Form 


1 
= B(t*) {It] <r}, 
wo § irgendeine konvergente gewdhnliche Potenzreihe ist, und angenom- 
men werden darf, daB sich die (positive ganze) Zahl m nicht durch einen 
Teiler von ihr ersetzen la8t. 

In allen diesen Fallen wollen wir die Stelle ¢ — 0 noch zum Ezistenz- 
bereich der Funktion s rechnen. Wir sagen, sie sei ein (m — 1)-facher 
Verzweigungspunkt der Funktion s(t), oder sie gehére zur Verzweigungs- 
zahl m—1. Ist m=—1, so heiBt die Funktion an der Stelle t— 0 re- 
gular. Sie hei&t dann auch dort unverzweigt. 

Fiihrt man die Funktion s (nebst ihrer Fortsetzung auf der Kurve) 
als Parameter ein, so wird damit jeder Punkt einer gewissen Umgebung 
der Stelle ¢= 0 m-mal dargestellt, die Kurve oder ein Stiick von ihr 
wird in dieser Umgebung mit m Blditern iiberdeckt, die (im Falle m > 1) 
an der Stelle ¢=0 im Zyklus miteinander zusammenhangen. Stellen 
der Art (m> 1) sind im Existenzbereich einer analytischen Funktion des 
Ortes auf der Kurve héchsters in abzahlbarer Menge vorhanden. 

[2]. ,,Bine analytische Kurve x(s) ist gerade (eine gerade Linie), 
wenn 


(1) (a2’2x”z),=0 {8,2} 
ist; sie ist eben, wenn 

(2) (22’ 2" 2”), = 0 {s} 
ist.“ 


Hier bedeutet z. B. das Symbol (zz’ 2” z) die Determinante, die aus 
den nullten, ersten und zweiten Differentialquotienten der Koordinaten von 


*") Nach einem beriihmten Satze von H. Poincaré und Koebe gibt es Para- 
meter, die die Kurve ,im Ganzen“, d. h. eine Umgebung jeder ihrer Stellen uniformi- 
sieren, abgesehen allein von den rationalen Kurven (bei denen irgendeine Stelle aus- 
geechlossen werden muB, die dem uneigentlichen Wert t = co entepricht). 
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x und den Koordinaten eines willkiirlichen Punktes z gebildet ist. Bei 
der Differentiation dient die im Zeichen x(s) angedeutete Funktion des 
Ortes auf der Kurve als Parameter, und sic kann so weit verwendet wer- 
den, als sie sich auf der Kurve regular verhalt. 


Man lese etwa die Formel (1) so: ,,(22’x”"z) verschwindet fiir alle 
zulassigen s und fiir alle Punkte z“. Was die Formel (2) bedeuten soll, 
diirfte hiernach bereits klar sein. 


Wir betrachten weiterhin nur noch unebene Kurven, und nehmen 
dabei an, daB die Umgebungen der zu untersuchenden Stellen durch uni- 
formisierende Parameter dargestellt sind. 


[3]. ,,Zu jeder Stelle einer wnebenen analytischen Kurve gehéren 
drei ganze Zahlen a,b,c, denen folgende Kigenschaften zukommen: 


(1). Es ist 0O<a<cb<e. 
(2). Es ist an dieser Stelle 
(3) (a ape) i gler), a= (). 


(3). Jede entsprechend, aber mit kleineren Zahlen als a, b,c gebildete 
Determinante hat den Wert Null.‘ 
Das soll heiBen: Jede Determinante 
(a6 gold 3° Od goles) 


hat den Wert Null, sobald 


entweder a’ <a, 
oder a’=a, b’ <b, 
oder a’=a, b’=b, e«’'<c 


ist. (Lexikographische Anordnnng der Zahlentripel. Jedes dem Tripel 
a,b,c vorhergehende Zahlentripel gehért zu ciner Determinante vom 
Werte Null.) 


Die Zahlen a,b,c sind dieselben fiir alle zueinander kollinearen 
Kurven, und fiir alle zu der betrachteten Stelle gehérigen uniformisierenden 
Parameter. Sie dndern sich auch nicht, wenn man die Koordinaten x,,(t) 
mit einer bei t= 0 reguldren Funktion multipliziert, die dort nicht ver- 
achwindet. 

Benutzt man die hiernach vorhandene Willkiir, so sieht man, daB bei 
geeigneter Parameterwahl in einer Umgebung der Stelle t= 0 die Kurve 
(namlich ein Stiick von ihr) sich in der folgenden besonderen Form dar- 
stellen labt: 
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Liegt umgekehrt eine Parameterdarstellung dieser Form vor, so ist 
¢ dann und nur dann ein zur Stelle ¢=-0 gehédriger uniformisierender 
Parameter, wenn die Exponenten der in den Entwicklungen von z,, z, 
und z, wirklich vorkommenden Glieder keinen gemeinsamen Teiler haben. 

[4]. ,,Zu jeder Stelle der betrachteten Kurve gehért auBer dem 
Kurvenpunkt x(0) selbst oder also dem Punkte, dessen Gleichung ist 


(w2)—= 0 {t= 0}, 
eine diesen Punkt enthaltende Gerade zz oder 
(5) (2z@yz)—0, (vx)(w2) — (wz) (vr) —0 {t= 0) 


und eine diesen Punkt enthaltene Ebene xx 2® oder 
(6) (xx) 2 z) — 0 {¢ = 0}** *) 


Die Gerade, deren Gleichung (als Ort ihrer Sekanten yz oder vw) 
man in (5) vor sich hat, heiBt Tangente, unter Umstanden zweckmiBiger 
auch einfach Gerade der Kurve an der Stelle = 0; ebenso die Ebene, 
deren Gleichung (6) ist, Schmiegungsebene an der Stelle t= 0, kiirzer 





Ebene der Kurve an dieser Stelle. 


Zeichen u zugeordnet. 


Diese Ebene wird weiterhin dem 


Von diesen Figuren handeln eine Anzahl von Lehrsatzen wie die 


folgenden: 


[5]. ,,Die Gerade an der Stelle 
t= 0 ist die einzige Grenzlage der 
Geraden, die den Punkt z(0) mit 
Nachbarpunkten x (#) {|#| < r} ver- 
binden.“* (#—+0.) 


Die Ebene an der Stelle ¢ 0 
ist die einzige Grenzlage der Ebenen, 
die die Gerade an dieser Stelle mit 
den Punkten von Nachbarstellen ver- 
binden.“ 


Die Ebene an der Stelle t—0 
ist die einzige Grenzlage der Ebenen, 
die den Punkt z(0) mit den Gera- 
den von Nachbarstellen verbinden“. 


[6]. 





Die Gerade an der Stelle ¢—0 
ist die einzige Grenzlage der Gera- 
den, die die Ebene u(0) mit Nach- 
barebenen u(t) {|¢|< +} verbinden.“ 
($+ 0.) 


Der Punkt an der Stelle t—0 
ist die einzige Grenzlage der Punkte, 
die die Gerade an dieser Stelle mit 
den Ebenen von Nachbarstellen ver- 
binden.“ 


Der Punkt an der Stelle t=0 
ist die einzige Grenzlage der Punkte, 
die die Ebene u(0) mit den Gera- 
den von Nachbarstellen verbinden.“ 


Die Gerade an der Stelle ¢=—0 ist einzige Grenzlage der 


Geraden zugehériger Nachbarstellen {|t|<r}, und die Ebene an dieser 
Stelle einzige Grenzlage der Ebenen von Nachbarstellen.“ 





**) y, z sind Zeichen fiir verinderliche Punkte (Koordinatenquadrupel y_, z,); 
v, w sind ebenso Zeichen fiir verinderliche Ebenen. 
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In einer hinreichend engen Umgebung der Stelle ¢=—0, also fiir 
alle hinreichend kleinen Werte der Zahl r ist namlich fiir alle diese 
Nachbarstellen a= 1, b6=2, c=3. Fiir sie werden also Tangente und 
Schmiegungsebene dargestellt durch die einfacheren Gleichungen 


(7) (z2’yz),=0, (xa’n"z),=0 (¢+ 0). 
LaSt man in den Ausdriicken links ¢ gegen Null konvergieren, so reduzieren 
sie sich, nach Abspaltung méglichst hoher Potenzen von ¢, auf numerische 
Multipla der Ausdriicke links in (5) und (6). Nach Abspaltung der ge- 
nannten Faktoren beginnen dann die Entwickelungen der Ausdriicke (7) 


mit Vielfachen von 


r? a fr. 


Es empfiehlt sich, neben den Zeichen a, 6, c noch andere 





(8) |k=e-1, k=b-o-1, k=c—b-1 





zu gebrauchen. Wir nennen dann das Zahlentripel 
(&,, k,, k) 


die Charakteristik der Stelle t= 0, die einzelnen Zahlen k,, k,, k, die 
charakteristischen Zahlen dieser Stelle. 


Ist k, = 0, so sagen wir, der zur Stelle t= 0 gehérige Punkt sei 
regular, andernfalls nennen wir ihn singular oder stationdr. 

Ebenso reden wir, wenn k, oder k, = 0 ist, von einer zur Stelle ¢ = 0 
gehérigen reguldren Geraden (Tangente) oder (Schmiegungs-) Ebene, und 
wir brauchen im entgegengesetzten Falle wiederum die Worte singular 
und stationdr. 

Ist (k,, k,, k,)=(0,0,0), so betrachten wir die Figur Punkt, 
Gerade, Ebene, die zur Stelle t= gehdrt, kiirzer diese Stelle selbst, als 
regular, andernfalls als singuldr. An jeder ,singuliren Stelle“ ist also 
mindestens eine der Figuren Punkt, Gerade, Ebene stationar. 

Die singularen Stellen der Kurve bilden héchstens eine abzahlbare 
Menge**). 

[7]. ,Gehért zur Stelle ¢ = 0 einer unebenen Kurve die Charakteristik 
(k,, k,, &,), so gehért zur entsprechenden Stelle jeder korrelativen Kurve 
die Charakteristik (k,, k,, &,).“ Anders ausgedriickt: Die Zahlen k,, k,, k, 


*) Die hier ausgeschlossenen ebenen Kurver sind, als Kurven im projektiven 
Punktkontinuum von drei (komplexen) Dimensionen betrachtet, ale ganz aus singuldren 
Stellen bestehend anzusehen. Die Schmiegungsebene ist dann, wenn die Geraden aus- 
geschlossen werden, immer stationir; bei einer Geraden ist die Tangente stationir, 
die Schmiegungsebene unbestimmt. 
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haben fiir eine als Ort von Ebenen (co* — eigentlich co* — Ebenen) 
gegebene unebene Kurve dieselbe Bedeutung wie die Zahlen k,, k,, k, fiir 
dieselbe Kurve, wenn sie, wie zuvor, als Ort von Punkten gegeben ist 





oder doch als solcher Punktort betrachtet wird. 


DaB eine als Ort von Punkten z gegebene unebene analytische Kurve 
einen analytischen Ort von Ebenen u bestimmt, findet seinen Ausdruck 


in der Substitution 
(9) 


(wz) = (22'x"2) 


aw 


{t,2}; 


daB diese Ebenen auch wieder den Ort der Punkte z bestimmen, wird 
ausgedriickt durch die als Folge von (9) bestehende Identitat 


(10) 


[8]. ,,[st der zur Stelle ¢=—0 
gehérige Punki x regular (k, = 0), 
so ist die zugehérige Gerade einzige 
Grenzlage auch aller Geraden, die 
zwei benachbarte Punkte 


{lt,|<1,|& i <1} 
verbinden (#,, 4, 0, 0). 


(we’u” w) = — (wa'a”"2”)*-(wa) 





{t, w}. 

»lst die zur Stelle ¢ = 0 gehdrige 
Ebene u regular (k, = 0), so ist die 
zugehérige Gerade einzige Grenzlage 
auch aller Geraden, die zwei benach- 
barte Ebenen 


{|&,|<1,|8,|<1} 
verbinden (¢,, ¢, + 0, 0).“ 


»lst die zur Stelle t= 0 gehérige Gerade regulir (k, = 0), so ist 


die zugehérige Ebene einzige Grenz- 
lage aller Ebenen, die den Punkt 
t=0 mit zwei Nachbarpunkten der 
Kurve verbinden.“ 

sind an der Stelle ¢=0 Punkt 
und Gerade regular (k, = k, = 0), 
so ist die zugehérige Ebene einzige 
Grenzlage der Ebenen, die drei dem 
Punkte ¢=0 benachbarte Punkte 
der Kurve verbinden.“ 





der zugehérige Punkt einzige Grenz- 
lage aller Punkte, die die Ebene ¢ = 0 
und zwei Nachbarebenen der Kurve 
verbinden.“ 

Sind an der Stelle t= 0 Ebene 
und Gerade regular (k, = k, = 0), 
so ist der zugehérige Punkt einzige 
Grenzlage der Punkte, die drei der 
Ebene ¢=0 benachbarte Ebenen 
der Kurve verbinden.“ 


Unter [9] wird nur noch einer von zwei zueinander korrelativen 


Lehrsatzen angefiihrt: 
[9]. 


»»8 sei w eine Ebene, die der Kurvenpunkt ¢ = 0 enthalt, und 


w-+dw eine ihr hinreichend benachbarte Ebene, die den Punkt t= 0 


nicht enthalt. 


Wenn dann w die Gerade des Punktes t= 0 nicht enthialt, so gibt 


es in w+dw 


a=k,+1 








214 E. Study. 


dem Punkte t= 0 benachbarte Punkte der Kurve, die in der Grenze 
dw = 0 in den Punkt ¢ = 0 hineinriicken. 

Wenn zweitens w die Gerade des Punktes t= 0 enthalt, aber von 
der zugehérigen Ebene verschieden ist, so gibt es 


b=k,+k,+2 
Punkte der genannten Art. 


Endlich gibt es 
cm k,+k,+k, +3 
solche Punkte, wenn w die Ebene des Punktes ¢ = 0 ist*).“ 


Hiernach darf man sagen, daf an der Stelle t=—0 die Ebene w 
mit der Kurve je nach Umstanden k,+1, ode k, +k, +2, 
oder k, +k, +k, +3 zusammenfallende Punkte gemein hat; ferner, 
dag an dieser Stelle die Kurve k,+k,+2 Punkte und k,+k, +2 
Ebenen mit ihrer Tangenite, und — wie zuvor — dap sie dort 
k,+k,+k, +3 Punkte mit ihrer Ebene und ebenso viele Ebenen mit 
threm Punkte gemein hat. Ferner wird man sagen diirfen, der Punkt 
¢= 0 der Kurve sei ein (k, + 1)-facher Punkt von ihr, oder er habe 
die Multipliziiat k,-+-1. Als korrelativ dazu ergibt sich die Redeweise, 
daB die Ebene der Kurve an der Stelle #0 die Multiplizitat k, + 1 
hat, oder daB sie eine (k, + 1)-fache Ebene der Kurve ist*'). 

[10]. ,,Bezeichnet H einen linearen Linienkomplex, der die Gerade 
der Stelle ¢= 0 enthalt, nicht aber das ganze Biischel (x,u), das durch 
den entsprechenden Punkt und die entsprechende Ebene bestimmt wird, 
und ist der Komplex H-+dH dem Komplex H hinreichend benachbart, 
ohne die Gerade der Stelle ¢= (0 zu enthalten, so gibt es in ihm k,+ 1 
Geraden der Kurve, die in der Grenze dH = 0 in die Gerade ¢ = 0 hinein- 
riicken.“ 


Wir sagen daher, daB die Gerade der Stelle ¢ = 0 eine (k, + 1)-fache 
Gerade der Kurve sei, oder daB sie die Multiplizitat k,+-1 habe. 

Ist H singular, d. h. ist H der Sekantenkomplex einer Geraden H*, so 
besagt die Voraussetzung des Satzes [10], daB H* die Gerade der Stelle 
t=0 trifft, aber weder den Punkt x(0) noch die Ebene u(0) enthdalt 
[weder durch den Punkt z(0) geht noch in der Ebene u(0) liegt]. Eine 
geeignete benachbarte Gerade H* + dH* wird dann von k, + 1 gelrennten 





*) Es laBt sich immer w+dw=w-+dA-dw, so wihlen, daB in der ganzen be- 
trachteten Umgebung der Stelle t= die @ oder 6 oder c Punkte voneinander ver- 
schieden bleiben, so lange 4+ 0 ist. 

*) Es kommt hier iiberall mur der eine durch eine Ungleichung der Form 
|¢| <r gu bezeichnende Zweig der Kurve in Betracht. 
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Geraden der Kurve getroffen*’). Das heiBt, es gibt Geraden H* + dH* 
dieser Art. 

Die Geraden unserer Kurve bilden einen analytischen Ort, eine Linien- 
oder Regelflache von besonderer Art, die gewdhnlich als Tangentenflaiche 
der Kurve bezeichnet wird. Diese ,,Flache’ ist dann auch Ort von 
x* Punkten, den Punkten ihrer oc! Geraden und ebenso ist sie Ort von 
oc? Ebenen, den Ebenen ihrer Geraden. Unter den Punkten befinden sich 
cc' ausgezeichnete, die den Punktort x(#) bilden, und unter den Ebenen 
oc* ausgezeichnete, die den Ort von Ebenen u(t) bilden. Dem Begriff 
einer Geraden, die in einer Ebene u(t) verlauft, entspricht korrelativ 
der Begriff einer Geraden, die durch einen Punkt x(t) geht. Von den 
Geraden der ersten Art pflegt man zu sagen, daB sie die Tangenten- 
fliche der Kurve beriihren. Dasselbe muS man dann meines Erachtens 
auch von der Geraden der zweiten Art sagen, wenn man eine folgerecht 
gebildete Terminologie haben will. Nimmt man diese Redeweise an, so 
bilden also die Geraden, die die betrachtete Linienflache ,,beriihren“, zwei 
analytische Linienkomplexe, deren einer aus allen Geraden in Ebenen u(t), 
und deren anderer aus allen Geraden durch Punkte z(t) besteht. Von 
der oben beschriebenen Geraden H™ ist dann zu sagen, daB sie die Gerade 
der Stelle t= 0 trifft, die zur Kurve gehérige Regelflaiche aber nicht 
bertihrt. 


In den folgenden Lehrsitzen sind die beiden Arten der Beriihrung 
wieder auseinandergehalten. An Stelle von H* schreiben wir H. 


[11]. ,,Trifft die Gerade H die Gerade (Kurventangente) der Stelle 
t= 0, so hat sie, als ,,Beriihrungsgerade“ der von den Kurventangenten 
gebildeten Regelflache, 


die Multipliziiat k, +1, 
wenn H weder den Punkt noch die Ebene der Stelle ¢—0O enthilt. 


Ist k, = 0, so hei®t das nach dem Vorhergehenden, daB H die Regelflache 
an der Stelle t= 0 nicht beriihrt. 
Sie hat 
die Multiplizitat k,+k,+2, | die Multiplizitat k, +k, + 2, 
wenn H den Punkt 2(0) aber nicht | wenn H die Ebene «(0) aber nicht 


die Ebene u(0) enthilt. den Punkt 2(0) enthilt. 
Sie hat ferner 
die Multiplizitat k, +k, + k, + 3, 
‘wenn H sowohl den Punkt z(0) als auch die Ebene u(0) enthalt, obne 
mit der Geraden der Stelle ¢= 0 zusammenzufallen. 
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Sie hat endlich 
die Multiplizitat k, + 2k, +k, + 4, 
wenn H die Gerade der Stelle ¢ = 0 selbst ist.“ 

Das heiBt zum Beispiel im letzten Falle: Ersetzt man die Gerade H 
durch eine hinreichend benachbarte Gerade H +-dH, so hat diese mit der 
Tangentenfliche k, + 2k, +k, + 4 (in der Regel getrennte) Geraden der 
Kurve gemein, die alle in der Grenze dH = 0 in die Gerade der Sielle 
t =0 hineinriicken. 

Zum Beweise bediene man sich des besonderen Koordinatensystems, 
auf das sich die Formeln (4) beziehen. Bezeichnet man dann die gemachten 
Voraussetzungen der Reihe nach mit (a), (b), (b’), (c),(d), so werden sie 
analytisch ausgedriickt durch die Annahmen 


(a) H,, = 0, H,, +0, 
(b) H,, = H,, = H,, = 0, Ho, + 0, 
(b’) H,, = H,, = H,, = 0, H,, + 0, 
(ce) H,, = H,, = H,, = H,, = 0, Hy + 9, 


(d) Hy, = Hy, = H,, = H,, = Hy, = 0, (H,, + 0). 
Hieraus ergeben sich der Reihe nach die gesuchten Multiplizitaten: 


(a) b—a=k,+1, 

(b) b=k, +k, +2, 

(b’) c—a=—k,+k, +2, 

(c) ck, +k +k, +8, 
(d) b+c—a=—k,+2k,+k, +4. 


[12]. Liegt die (nach Vorausseteung unebene) Kurve x(t) in einem 
linearen Komplezx™), so ist dieser nicht singular, und an jeder Stelle 
der Kurve ist 
(11) k= bk, {a+b=c}. 

Das ist so gut wie selbstverstindlich, wird aber hervorgehoben, weil 
es hier gerade auf diese Tatsache besonders ankommt. 

Wir werden in diesem Falle x und x, an Stelle von k, =k, und k, 
schreiben; die Charakteristik einer Kurve dieser Art ist also 

(%, %,%)» 


wofiir, wenn es sich nur um solche Kurven handelt, auch das einfachere 


**) D. h., gehdren alle ihre Geraden diesem Komplex an. 
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Zeichen (x, x,) gebraucht werden kann**). (x, x,) ist dann die Charakteristik 
irgendeiner Stelle eines nicht-zyklischen Vereins, wenn der im Satze [12] 
genannte Komplex der Komplex =,, — =,, = 0 ist. 

Ferner findet das Gesagte unmittelbare Anwendung auf die unebenen 
analytischen Kurven z(#), die auf einer irreduziblen Flache 2. Ordnung 
liegen, insbesondere also auf die Kurven, die auf der nicht-singularen 
Flache xx, — x,2, = 0 enthalten sind. Aber auch in diesem Falle (wie 
iibrigens in dem jeder anderen irreduzibelen algebraischen Flache) kénnen 
die Zahlen k,, k,, &, nicht beliebig vorgeschrieben werden. Suchen wir 
die zwischen ihnen bestehende Abhangigkeit zu ermitteln! 

Stellt man, wie in § 1, die betrachtete Flache durch zwei Paare von 
VerhaltnisgréBen (1, r) oder (1,7) dar, so geniigt es 

i, :1, = 1: (8), f,:7, =1: y(t) 
zu setzen, und dabei noch anzunehmen, da8 y(0)=0, y(0)=—0 und 


eine der Funktionen o(t) oder w(t), etwa p(t), eine Potenz von ¢ ist. 
Eine weitere unwesentliche Spezialisierung liefert dann die Formeln 


x =1, zw, =6°{t'+...}, 
z=t'+.... m=", 


aus denen sich in allen Fallen die Charakteristik (k,, k,, k,) bestimmen 
1aBt**), Das Ergebnis ist der Satz: 


[18]. Léegt die unebene Kurve x(t) auf einer nicht-singuldren 
Flache 2. Ordnung, so bestehen die folgenden Modglichkeiten: 


(A). Die Tangente an der Stelle t=—0 ist nicht Erzeugende der 
Flache und es ist 


(13) k, =k, {b = 2a}. 
Die Schmiegungsebene dort ist dann nicht Tangentialebene der Flache. 


(B). Die Tangente an der Stelle t=0 ist nicht Erzeugende der 
Flache, und es ist 


(14) k, =k +k+1 {c = 2a}. 


3) Deutet man die Linienkoordinaten der Tangenten einer Kurve x(t) als Pankt- 
koordinaten im Raume von fiinf (komplexen) Dimensionen, so erhilt man wieder 
eine Kurve mit charakteristischen Zahlen K,, ..., K, oder, wenn die gegebene Kurve 
in einem linearen Linienkomplex liegt, eine Kurve mit charakteristischen Zahlen 
K,,..., K,. Tritt der hier genannte zweite Fall ein, so wird K, = K, und K, = K,. 


Genauer: 
- (X,, K,, K,, Ky) =(%_, *, %, Hq). 
*) Man muB der Reihe nach verschiedene Annahmen machen, die wir hier iiber- 


gehen. Der Leser findet sie im nichsten Paragraphen unter den Nummern (1), (2), 
(5) und (8) susammengestelit. 


(12) 
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Die zugehdrige Schmiegungsebene beriihrt dann die Flache 2. Ordnung, 
und zwar im Punkte x(0). 

(C, D). Die Tangente an der Stelle t =- 0 ist Erzeugende der Flache 
2. Ordnung. Dann ist 
(15) k, = k, {a+b=c}, 
und die Schmiegungsebene ist Tangentialebene der Flache im Punkte x(\)). 

Der letzte Fall ist mit (C, D) bezeichnet, weil wir hier spiter wiederum 
zwei Fille zu unterscheiden haben werden: 

“ ve (med. 8). 

(D) k,=0 

In allen drei Fallen lassen sich die Zahlen k,,k,,k, oder a,b,c 
sehr leicht mit Hilfe von Operationen erkliren, die auf der Flache 
2. Ordnung selbst verlaufen. Wird die Flache als Kugel aufgefaBt, so 
laBt sich z. B. c beschreiben als Zah] der Punkte, die die Kurve bei ?¢ = 0 
mit ihrem Kriimmungskreis gemein hat**). In den Fallen (B) und (C, D) 
ist dann dieser Kriimmungskreis reduzibel, ein Nullkreis. Durch stereo- 
graphische Projektion erhalt man noch einen ganz ahnlich lautenden Satz 
fiir ebene Kurven im Mébiusschen Punktkontinuum (dem der Inversions- 
geometrie). 


6. Die charakteristischen Zahlen einander entsprechender Kurven 
a(t) und &(@). 

Durch die letzten Satze [12] und [13] in § 5 ist die Behandlung 
einer Frage vorbereitet, die uns nunmehr beschiftigen soll: 

fe seien x, x, die charukteristischen Zahlen irgendeiner Stelle (t — 0) 
der Bildkurve §(t) irgendeines nicht-zyklischen Vereins, oder also dieses 
Vereins selbst. Welches sind dann die charakteristischen Zahlen k,. k.,, k, 
des zugehdrigen Punktortes x(t), und umgekehrt?“ 

Wir gehen in der folgenden OUberlegung von der Kurve z(t) als dem 
Gegebenen aus; wir haben dann, wie zuvor, 


a=k, +1, b= +k, +2, c= k, + k, +- k, + 3. 
Entsprechend setzen wir 
a—-x+l, pB=x+x,+2, y= 2x+x,-+3. 
(Siehe Lehrsatz [12] in § 5.) 


*+) Man muB dann allerdings den Begriff des Kriimmungskreises etwas anders 
fassen als iiblich, nimlich so, da8 uneigentliche Punkte nicht ausgeschlossen werden. 
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Ist ¢ ein uniformisierender Parameter der Kurve x(t) bei t= 0, so 
hat ¢ in der Regel dieselbe Eigenschaft auch fiir die Kurve &(¢), oder fiir 
jede einzelne der beiden Kurven ¢(#), die aus 2(¢) durch den Orientierungs- 
prozeB entstehen. Dies andert sich indessen, wenn die zur Orientierung 
von 2(#) dienende Quadratwurzel an der Stelle ¢ 0 verzweigt ist. Fiir 
die Kurve ¢(#) ist dann nicht mehr ¢, sondern s = V'¢ ein uniformisierender 
Parameter. Die Folge hiervon ist, da8 wir nun nicht mehr, wie im 
Satze [13], drei, sondern vier Faille (A,B,C, D) auseinanderzuhalten 
haben. 

(A). Als der sogenannte allgemeine Fall ist der im Satze [13] 
zuerst genannte anzusehen, weil zu ihm die regularen Stellen gehéren, die 
die Hauptmasse der Kurvenstellen bilden. Die entsprechende Annahme ist 


(1) gp (t)=t*, y (#)=t*+.... 

Da b= 2a sein soll [13, A], so muB die Entwicklung von y(t) die Form 
(2) w(t) tot pert... ft +9844... 

haben, wobei notwendig einer der folgenden Fille eintritt: 

(A,) ca<d<(o+l)a {a>1, o>1; c=d}; 

(A,) d=(o+l)a (g+f"; c= 4d}; 

(A) (o+1)a<d {c=(o+ 1)a}. 


Wir behaupten, da8 in allen drei Fallen 
“=a, f= c—a, y(=a+,p)=—c 
wird. 
Es geniigt, die nétige Rechnung fiir den Fall (A,) anzugeben, da sie 
in den beiden anderen Fallen ahnlich verliuft. Man hat dann q(t) = ¢t* 
und 


af 1—(ft*)’ 
eat fer 


+gtt«+...); 
daher, weil d —a< oa, 
L:l=1:8", r:7,=1—ft*:t° +98 +..., 
sodann, nach Berechnung der WurzelgréBen V(mm’) und V(nn’), und 
nach Unterdriickung eines Homogeneitatsfaktors Vat? : 
- cet eet r, = 1— ft’, 
L=t+s5-gt +... m= +gtt+...; 
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daher wird 1,(0):7,(0)= 1:1 und, wie behauptet, 





(4) | «=a, B=d—a=c—a, y=d=c. | 





AuBerdem ergibt sich noch, daB die Tangente des Punktes ¢(0) nicht 
der absoluten Kongruenz angehért. 


Auf ahnliche Art werden die weiteren Fille behandelt. 
(B). Bei dieser Annahme hat man 





(5) p(t)=t*, w(t)—t*+ ft... {f+ 0}. 
Es folgt 
hamit seers, n=l, 
(6) rb 
= 0° +5-0+..., 1, =t +t +...; 
jetzt ist also 
(7) |a=b—a, B=a, y=b.| 





Ferner folgt, daB der Punkt (0) nicht auf einer Leitlinie der ab- 
soluten Kongruenz liegt, daB aber seine Tangente dieser Kongruenz an- 
gehort. 

(C und D). Es geniigt natiirlich nunmehr, die Annahme zu machen, 
daB die Tangente des Punktes x(0) (z. B.) eine rechtseitige Erzeugende 
der Flache 2. Ordnung ist. Man hat dann o=—a, t=), also 


(8) p(t)=—t*, w(t)—t?+... 
Weiter sind zwei Fille zu unterscheiden: 
(C). Ist a+ b= 0 (mod 2), so ist ¢ ein uniformisierender Para- 


meter auch fiir die Kurve oder fiir die zwei Kurven £(#) bei t= 0; 
man erhalt Entwickelungen der Form 


4 = VEfers...}, rf, =1, 


(9) ant 
Bf > 

L=Veie? gee | r,=t'+..., 

und, den zwei Werten der WurzelgréBe Vb: a entsprechend, zwei Kurven- 

stiicke &)(¢) und £,»)(¢) in der Umgebung von t= 0, die durch das Bild 

der Umkehrung miteinander vertauscht werden. Der Punkt £(0) liegt 

jetzt auf einer Leitlinie der absoluten Kongruenz; es folgt 








(10) ae. puete, y=d. 
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(D). Ist a+b=1 (mod 2), so schreiten die Entwickelungen (9) 
nach Potenzen von Vé fort. s = V¢ uniformisiert dann die Bildkurve in 
der Umgebung der Stelle t= 0 oder s=0, weil Vé die doppelte Uber- 


deckung von z(t) bei ¢=0 uniformisiert. (9) ist also hier zu ersetzen 
durch 


= Voter*+...}, r,=1, 
(11) ; 
l, =/5{err*+...}, ,= 20 4... 


wobei links nur Potenzen von s mit ungeraden Exponenten auftreten und 
rechts nur solche mit geraden Exponenten. Man erhalt nur ein Kurvenstiick 


(12) (2; «)—2(—y2; - s), 


und also immer auch nur eine Bildkurve, die bei der Spiegelung an den 
Leitlinien der absoluten Kongruenz (als Ganzés) in Ruhe bleibt. An Stelle 
der Formeln (10) erhalt man jetzt 





(13) |a=—b—a, pB=b-+a, y= 2b. | 





Die aufgezahlten Fille erschépfen natiirlich auch schon die bei einer 
gegebenen Bildkurve vorliegenden Méglichkeiten; sie bilden also auch da 
eine vollstandige Disjunktion. 

Wir formulieren jetzt das Ergebnis unserer Untersuchung so, da8 wir 


an Stelle von a,b,c und «, Bf, y die charakteristischen Zahlen k,, k,, k, 
und x, x, einfihren. 


VI. Fiir einen nicht-zyklischen Verein orientierter Elemente oder 
seine Bildkurve &(s) und fiir die entsprechende Kurve x(t) bestehen an 
einer beliebigen Sielle (s = 0,t = 0) die folgenden Méglichkeiten: 


(A). Die Tangente des Punktes (A). Die Tangente des Punktes 
z(0) ist nicht Erzeugende der Fla- | &(0) liegt nicht in der absoluten 
che 2. Ordnung und seine Schmie- | Kongruenz. 
gungsebene ist nicht Ebene dieser 
Flache. 


Die charakteristischen Zahlen der Punkte x(0) und &(0) sind ver- 
bunden durch die Gleichungen 


(Bb, , By, by) = (x, %, He). 
(B). Die Tangente des Punktes (B). Der Punkt £(0) liegt nicht 
2(0) ist nicht Erzeugende der Fla- | auf einer Leitlinie der absoluten 


che 2. Ordnung, aber seine Schmie- | Kongruenz, aber seine Tangente ist 
gungsebene ist Ebene der Fldache. | eine Gerade dieser Kongruenz. 


‘ 
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Die zugehérigen charakteristischen Zahlen sind verbunden durch 
die Gleichungen 


(k,, ky, by) =(% + x, + 1, x, x). 


2? “3 
(C). Die Tangente des Punktes (C). Der Punkt €(0) liegt auf 
z(0) ist Erzeugende der Fldche | einer Leitlinie der absoluten Kon- 
2. Ordnung und es ist | gruenz, seine Umgebung erlaubt 


| k, 1 (mod 2). | 





| aber nicht die zugehdrige projektive 
| Spiegelung. 
Die charakteristischen Zahlen geniigen dann den Gleichungen 
(k,, k,, k,) = (x,, 2x%-+ 1, », 

(D). Die Tangente des Punktes (D). Der Punkt &(0) liegt auf 
z(0) ist Erzeugende der Fldache | einer Leitlinie der absoluten Kon- 
2. Ordnung und es ist gruenz und seine Umgebung gestattet 
die zu dieser gehorige Spiegelung. 








| k = 0 (mod 2). 





Dre charakteristischen Zahlen gentigen den Gleichungen 
(er yn dy) — (Sz}, », =). 


go » > > 
c 4 


Es ist also dann 





| x =0 (mod 2), %_ =) (mod 2). | 





Einer Erlauterung bedarf wohl noch die Formulierung der Voraus- 
setzungen unter (C) und (D) rechts. Es liegen namlich tatsichlich dres 
Moglichkeiten vor, von denen hier zwei unter (C) zusammengefaBt werden 
muBten. Sei s ein uniformisierender Parameter der Kurve £(s) bei s = 0 
und sei §(0) auf einer Leitlinie der absoluten Kongruenz gelegen, so kann 
es zunachst sein, daB die Punkte des Kurvenzweiges, der bei verschwin- 
dendem s den Punkt £(() liefert, durch die Spiegelung an den Leitlinien 
der absoluten Kongruenz gepaart werden. Dies wird analytisch dadurch 
ausgedriickt, daB die Gleichungen 

— 1, (8): —1,(8): 1, (8): r,(8) =U, (8,) : 1.(8,) : 7, (8,)2 2 (8,) 
fiir hinreichend kleine Werte von ¢ oder s, {|s|<r,|8,|<1,} nach s, 
oder s aufgelést werden kénnen. Dies ist der Fall (D). Man kann dann 
den uniformisierenden Parameter s insbesondere so wahlen, daB s, = — s 
wird (vgl. Nr. 12); ¢= s* wird dann ein uniformisierender Parameter der 
Kurve z(t) bei s = 0 oder t= 0; der Verein é(s) ist zweizdhlig. 

Trifft diese Voraussetzung nicht zu, so liegt der Fall (C) vor. Wie 
in den Fallen (A) und (B) ist dann ¢=s uniformisierender Parameter 
der Kurve z(t) bei t=0 oder s=0. Aber der zugehdrige Verein 
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kann dann noch ein- oder zweizdhlig sein: Die Kurve §(8) wird entweder 
mit einer anderen gepaart, die ebenfalls einen Zweig durch den Punkt 
&(0) schickt oder sie wird mit ihr selbst, aber so gepaart, daB zwei 
verschiedene Zweige von ihr, die beide den Punkt £(0) enthalten, ein- 
ander entsprechen. Welche von beiden Moglichkeiten vorliegt, laBt sich 
offenbar nur durch Betrachtung der Kurve x(t) oder &(t) im Ganzen, 
also nur von Fall zu Fall und dann mit Mitteln entscheiden, die wir 
praktisch nicht immer zur Verfiigung haben. 

Aus dem Bewieseren geht hervor, daB reguliren Punkten der einen 
Kurve nicht immer ebensolche der anderen zugeordnet werden. Es wird 
niitzlich sein, die Bedingungen noch besonders zu formulieren, unter 
denen einem reguliiren Punkte der einen Kurve ein singularer der anderen 
entspricht : 

Einem reguldren Punkte x(0) der Kurve x(t) entspricht immer 
dann und nur dann ein singuldrer Punkt =(0) der Kurve &(8) — oder 
jeder von zwei Bildkurven £&,)(8), &,(8) —, wenn seine Tangente singular 
(und folglich eine Erzeugende der Flache 2. Ordnung) ist, und wenn sie 
tiberdies von der Kurve x(t) bet t= 0 mehr-als-dreipunktig beriihrt wird. 


fa=1, b>3; k,=0, k&>1}. 


Einem reguldren Punkte £(0) der Kurve &(s8) enispricht immer 
dann und nur dann ein singuldrer Punkt der Kurve x(t), wenn seine 
Tangente der absoluten Kongruenz angehdért und auBerdem eine von 
zwet wetteren Bedingungen erfiillt ist: 

Entweder der Punkt &(0) liegt nicht auf einer Leitlinie der abso- 
luten Kongruenz ; 


oder er liegt auf einer dieser Leitlinien und seine Tangente ist 
singular 
(a=1, BO2; x=0, x, >0}. 

Natiirlich sind die charakteristischen Zahlen k,, k,, k,, die zu einer 
Stelle der Kurve x(t) gehéren, nur unveranderlich gegeniiber der Gruppe 
(G,,H,), die durch Erweiterung — Hinzufiigung der Orientierung und 
der Umkehrung als einer besonderen Transformation — aus der Gruppe 
(G", H) der automorphen Kollineationen der Fliche 2. Ordnung entsteht, 
wahrend die Zahlen x und x, zur Gruppe G,, oder I, gehéren. 


7. Die Singularitétengleichung. 


Aus der in § 5 angestellten Untersuchung geht hervor, da8 die 
singularen Stellen einer Kurve x(t) des projektiven Punktkontinuums in 
gewisser Weise zusammengefaBt werden kénnen. Ist namlich, wie dort 
vorausgesetzt worden war, ¢ ein uniformisierender Parameter fiir die be- 

15* 
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trachtete Stelle und sind die Koordinaten 2,,(¢) durch gewéhnliche Potenz- 
reihen dargestellt, die an der Stelle selbst nicht gleichzeitig den Wert 
Null annehmen, so ist dort der Differentialausdruck (x2’x”2”’) dann 
und nur dann von Null verschieden oder es sind die Punkte x, x’, x”, 2” 
dann und nur dann linear unabhiangig, wenn die Stelle regular ist. All- 
gemein hat (x2’a”x”’) an der zu den charakteristischen Zahlen k,, k,, k, 
gehérigen Stelle ¢ unter den genannten Voraussetzungen eine Nullstelle 
der Ordnung 


(1) a+b+c—6=3k,+2k,+k,.™) 
Wir wollen die Gleichung 
(ez’2"2™”) = 0 


die Singularitatengleichung der Kurve z(t) nennen. Aus dem eben Gesagten, 
sowie namentlich im Hinblick auf den letzten Satz in § 6, ergibt sich nun 
die Frage: .,Wie stellt sich die Singularitatengleichung dar, wenn die Kurve 
z(t) der Punktort zu einem in Parameterdarstellung gegebener Verein ist ?“ 

Wir setzen nochmals einige in § 5 (Nr. 9, 10) schon aufgestellte 
Formeln her: 


(2) (u2)=(aa'x"z) {t, 2}, 


w\% 


(3) (uu’u” w) = (aa a” 2”)*-(w2) {t, w}, 


und ziehen daraus nunmehr die Folgerung 


. w\3 
(4) (uw u”’w’”’) = (xa'a"x"")’, {t}, 


die zeigt, daB die zu (1) korrelative Gleichung 
(wu u” u””) “a Oi 
dasselbe aussagt, wie die Gleichung (1). 


Wollen wir jetzt dieselben Formeln auf die Bildkurve (8), p(s) {statt 
a(t), w(#)} eines orientierten Vereins anwenden, so miissen wir noch der 
Tatsache Rechnung tragen, da8 diese Kurve in einem linearen Komplex, 
und zwar in einem ein fiir allemal gegebenen linearen Komplex liegt. 


Sehen wir zu, was daraus folgt! 


Fiihren wir die Abkiirzung 


(9 [F| 9) = fom, — §1 9 — Fs M5 + F522 

**) Der Ausdruck (z2’2”2z’"’), eine sogenannte Wronskische Determinante, ist 
eine bekannte Differentialinvariante der Gruppe aller Kollineationen. — Auf die 
allgemeine Theorie dieser Differentialinvarianten, die ein umfangreiches Kapitel 
bildet und im ganzen einer angemessenen Behandlung noch harrt, kann hier nicht 
eingegangen werden. 
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ein, und setzen wir, dhnlich wie oben unter (2), aber nunmehr unter 
Differentiation nach s, 
i 

(6) (pn)= (EE = 9) {s, n}, 
so muB jedenfalls eine Gleichung der Form 

(a) (en) = o(8)-[E|n] {s,»} 
bestehen, da ja die Ebene (Schmiegungsebene) des Punktes (8) iiberall 
Nullebene dieses Punktes im Nullsystem [£| 7] = 0 ist. Es gilt also auch 























> 7  % md \ wie mis 
b) (FF EF E )=—o(s)-[E[F ] {a}; 
ferner hat man nach (3) und (4): 
, ” nd a»? /" 3 . f 
(c) (py mp m)=—(EEE E ) (Ew) {s, w}, 
« tf al ote 
(d) (pp’ op” gy”) =(EE EF EF ) {se}. 
Aus (a) folgt aber 
“Si So $3 Ss 
wf »f yf a 
-- 1a\.) 75a So Se — Se | 
PP ¥¢ m)=0"(8)>| 7” 2 "|? 
“Se GS = se | 
Mo M, WD, Ms 
also, wenn 
./" ft? _ nr 
Wy = — 41 5 Wy, Sa 3 Wa = Ss ; Ws ca 
substituiert wird, nach (c): 
3 a ee ee «ot Mf 2 
ev(eyics © SF PALES S SF ) 1S 
und schlieBlich zufolge (b): 
2 E}2°")* f g\ 
o*(8)= |é)é 7 
a 
Irgendein Beispiel*’) oder auch eine nur die niedersten Potenzen 
von ¢ beriicksichtigende Rechnung liefert dann den Wert von o selbst, 
— " = ‘ P 
o(e)=[&|& j, und damit hat man die Formeln 
- e »! » f* / f = 5 | 
pny=(SF EF ny=[ElE J]-[Eln] {em} I, 
ee “i m2 
(8) (€&E EF )—l[ElE ] {s} 
Dazu ist noch zu bemerken, daB zufolge 
e| 2’ rere” fg\ 
9) [ele]=0, (e|e”"]=0 (3) 


8?) Es geniigt ein Beispiel, da die analytischen Kurven im Komplex ein Kon- 
tinuum (eine analytische Mannigfaltigkeit von unendlich vielen Dimensionen) bilden. 
Den Beweis iiberlassen wir dem Leser. 








226 
noch die Gleichung 

(10) [él] J=—[E |e] {8} 
besteht. 


Die Gleichung (7) enthalt den exakten analytischen Ausdruck der 
Tatsache, daB die Kurve é(s) autokorrelativ ist in bezug auf das Null- 
system |¢/7|=0 (so zwar, daB jedem Punkt seine eigene Schmiegungs- 
ebene zugeordnet wird), und (8) zeigt, daB die Singularitatengleichung hier 
durch die einfacher gebaute Gleichung 


“nr rs!’ / 
(11) [éigé |] =0 oder [é \é 1=0 
ersetzt werden kann. Nach ({) und (11) sind an singularen Stellen, und 
. . ~ »! af? a. e . 
nur an solchen, hier schon die Punkte ¢,&,¢ linear-abhangig, und all- 
. . ° a 

gemein hat der Differentialausdruck {[f|£ ] unter den zuvor genannten 
Voraussetzungen bei s eine Nullstelle der Ordnung 


(12) 2x -+ %,. 


Wollen wir nun die Kurve £(¢) als Bild eines orientierten Vereins 


auffassen, so bedienen wir uns neben den Zeichen &,...&, wieder der 


zuvor verwendeten lI, r: 


Shad 


E=i,, & =h, 


3 9=1,, Ss3=T%- 


1 


Die Linienkoordinaten der Geraden (Tangente) des Punktes &(s) werden 
dann 


_— , , a , , 

=n =44—-4,1, =e3 = 1% — 1%) 

9 = —_ ; ’ - -_ a , 
(13) S00 =r —7, 4, =,,=17, 1, —l,%; 
-_ , , = a , , 

Sop bs — ahs =,,=4,7; —17,4, 


und es ist allgemein, d. h. fiir alle zulassigen Werte von s, 


(14) =,, = Q= =,,, 

so daB bei Benutzung des hier angefiihrten neuen Zeichens 2 

(15) Q* + = oe =a r =os = 12 = 0 {t} 
wird. 


Wir erhalten nun den Ort der Punkte x des Vereins, der dem Punkt- 
ort €(x) entspricht, wie friiher dargestellt durch die Formeln 
(16) a=Lyr,, 2,=L7,, m&=Il7,, %=4,1;; 
und fiir die zugehérige Tangente ergeben sich die Linienkoordinaten 
X= it+er, 2-6, ao WF; 
X,, = —1L1,+1%': X,, =&, Xi. = — 133 


(17) 
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endlich erhalten wir fiir die Koordinaten (oder vielmehr fiir die Verhilt- 
nisse der Koordinaten) der Schmiegungsebene der Kurve z(s) die Ausdriicke 


—_ , , 
Uy = =, = 7,1, — 115, 
- , , 
U = — SQ = 1b —An, 3) 
(18) ths y , ) 
{= = =4r—1h, 
= ’ ne 
{= =o3 = hy — 72h; 
woraus noch 
(19) ly 6, — My My = =o, =o, = 2D” 
folet. AuBerdem hat man 
(ux)=0, (uz’)=0, (uz”)=0 {s}, 
(20 ) ; : 
(u’ax)=0, (w’a’)=0, (u”x)=0 {8}; 


die letzten Gleichungen (u2”)==0 und (u”x)=0 ergeben sich naimlich 
vermége (11")—(rr”) = 0, was aus (/1')—(rr’)=0 folgt®*). Nebenher 
ergibt sich eine allerdings ohne weiteres vorauszusehende, aber nicht un- 
wichtige Erganzung einer friiher (§ 1, 8S. 45) angestellten Betrachtung: 


VII. Die Orientierung eines durch Ebenenkoordinaten bestimmten 
irreduziblen ebenen Schnittes der absoluten Fldche (2,2, — 2%, 2, = 9) 
erfolgt durch Entscheidung iiber den Wert der Wurzelgrdéfe 


(21) / . ae 
21) Q=Vu,u, — u,u,. *) 
Wir sind nunmehr in der Lage, den Differentialausdruck (x x’ x” x””’ ) 


zu berechnen. Wir erhalten namlich zunichst, wenn X,, = 9,9, — P, 9; 
gesetzt wird, 


*) Am einfachsten so: Man driicke aus, daB eine Gerade H der absoluten 
Kongruenz 


Ho, = 90, Hoe = 1, 1, Hos = |, te, H,, = 0, Hy =—f, ty, Hy. =I, t, 
die Gerade = schneidet. Das gibt die Gleichung 
Sar fy ty — Soe by ty + Eye by te + So, Lt, = 0, 
die identisch sein muB mit 
Uy [, t, + Uy [g To + tte I, te + Uy I, tr, = 0. 


Diese GréBen u, sind natiirlich zu denen der Formel (2) nur proportional. Siehe 
Formel (22). 


*) (wa) ist Abkiirzung fiir 


Uy Lot Uy Z, + Uy Ly + Uy sy; 
(lt), mit Verinderlichen eines binaren Gebietes, Abkiirzung fiir 
LC-—48. 
Tritt an Stelle der gemannten Fliche irgendeine nicht-singulére Flaiche 
2. Ordnung, symbolisch (az) = 0, so tritt an Stelle des Radikanden von 2 die Ko- 


Q 


variante (% «) 


40) 


= g (@ a’a”u)* der quadratischen Form (a x)* . Ist, wie im vorliegen- 


den besonderen Falle, (a4 az)" = 2(% 2, —2%.2%,), 80 wird (ua) * = 2 ( tu Uy — thy My). 
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(wa’ yz) = 2-(pqyz) {8, ¥, 2}, 
(pqu"z)= — 22-(uz) {8.2}, 
(ua) = — (e’ x”) = (u" 2’) = — (uz) = 
= — 20.[&| °°] =20-[e' |e") 3}; 
mithin 
(22) (22’ 2" 2) = — 2.0*.(wz) | {s, 2} 
und 
(23) (xa’a” a2”) = 4Q*.[e\E°"") {s} 





oder ausfiihrlich: 


(aa’ x” 2”) = 4Q°-{1, 1” — Il —9ri"” +1, 97"). 
Hiermit ist also, unter anderem, der Differentialausdruck (xx' x" x"), 
in mehrere nicht weiter zerlegbare — Faktoren gespalten. Das Ver- 
schwinden des Faktors [£|£”] = —[é' |é"] sagt aus, daB die Bildkurve 
E(8) ein singuldres Flachenelement (Punkt-Ebene) hat. Das Verschwinden 
des anderen Faktors 2(s) — der in der dritten Potenz auftritt — bedeutet, 
daB die Gerade =(8) der Bildkurve in der absoluten Kongruenz liegt*). 
Zur Wiirdigung dieses Tatbestandes ist zu beachten, da der Ausdruck 
waz'a" a2”) hier nicht die Voraussetzungen zu erfiillen braucht, die zur 
Aufstellung der Gleichung (1) gefiihrt haben. Vielmehr werden da, wo 
die Kurve £(s8) eine Leitlinie der absoluten Kongruenzen trifft, die Koordi- 
naten z,(#) alle zugleich den Wert Null annehmen. Wir wissen ja auch 
schon nach dem Satze von § 6, daB unter den eben erwahnten Bedingungen 
der Ort der Punkte z nicht notwendig eine singulire Stelle zu haben 
braucht. Nennen wir 4 den Grad des Verschwindens von 2, so wird 
nach (12) und (23) 


(24) 34 + 2x + x, 





der Grad des Verschwindens von (z2’2"2""). Es ist aber in den Fallen 
(A), (B), (C, D), die wir in Satz VI unterschieden hatten, 
(A) 1=x, 
(25) (B) 4=x+%, +1, 
(C,D) 4=2x+ x, +2. 
Nur in den Fallen (A), (B) liefert vermége dieser Substitutionen die 
Formel (24) denselben Wert wie die Formel (1), in den Fallen (C, D) 


aber liefert sie einen gréBeren Wert. 
(Fortsetzung folgt. ) 





*) Natiirlich immer unter der Voraussetzung, daB die Koordinaten des Punktes ; 
nicht simtlich an der betrachteten Stelle verschwinden. 


(Eingegangen am 10. 7. 1921.) 











Elementarer Beitrag zur Variationsrechnung. 
Von 


A. Hammerstein in Tiibingen. 


Bekanntlich sind die notwendigen Bedingungen fiir das starke Minimum 
Zs 

von f f(x,y,y’)d@az nicht hinreichend. Umgekehrt ist aber auch die 
2 


WeierstraBsche hinreichende Bedingung nicht notwendig, d.h. die wirkliche 
Extremale y(z) kann mit einem Feld von der Beschaffenheit umgeben 
sein, daB fiir alle Punkte z,y desselben, auBer den auf der Extremalen 
y(z) gelegenen ein Wert p existiert, so daB*) H(z,y,p,p)<0 ist 
und y(z) dennoch ein Minimum liefert. Dies zeigt folgendes Beispiel: 
Jf (zy’*+ yy") da mit den Nebenbedingungen y(1)=0, y(2)=0 soll 
zum Minimum gemacht werden. Die Schar paralleler Geraden y = konst. 
umgibt die wirkliche Extremale y(x)=0 mit einem Feld, und es ist 
E(z,y,p)=2p + yp. <0 fiir von 0 verschiedenes y und alle p 


zwischen ( und — y Die Minimumseigenschaft fiir y(x) = folgt un- 


mittelbar aus der fiir alle zulassigen Vergleichsfunktionen y(z) giiltigen 
Identitat 


°. v 


fie” tyy’)dx= |(ey + uy") de : le 2.) dx 


8, x 
i i 1 
3 . 
f ( 2 ee oy 5 ut 
= |{(V¥ey'* + ey’ —-2) + 22 lac. 
ff y oy2" 8ayx 64 x® 


Das Ziel der Arbeit ist nun darzutun, daB die Frage nach dem 


1) Die Bezeichnungen, soweit sie nicht besonders erklirt werden, sind die in 
dem Lehrbuch ,Vorlesungen iiber Variationsrechnung‘ von 0. Bolza gebrauchten. 
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die in y’ schwiacher als von erster Ordnung unendlich werden, und solche, 
die starker als von erster Ordnung negativ unendlich werden, in elemen- 
tarer Weise entschieden werden kann (Satz 1 und 2). Zuletzt wird 
noch gezeigt, daB fiir solche Funktionen, die sich dem Satze 1 und 2 
nicht unterordnen, die bisherigen Bedingungen im wesentlichen ausreichen 
(Satz 3). 

Definitionen. 2, und xz, seien gegebene reelle Zahlen, 2, < z,. 
Fir z, <x < 7, seien die Funktionen G, (x) < G, (x) eindeutig und stetig. 
Unter einem Bereich R werde der Bereich der x, y-Ebene z, <2 <2,, 
G,(a)< y< G,(x) verstanden, wobei jedoch auch die Werte G, = — 
oder G, =o zugelassen sind. In R seien zwei Punkte z,,y, und z,,y, 
gegeben. 


Unter einer zuliassigen Funktion oder Kurve werde eine fiir x, < x < z, 


eindeutige, einmal stetig differentiierbare Funktion y=—y(z), die den 
Bedingungen y, = y(2,), y, = y(z,) und G,(z)< y(xz) < G,(zx) geniigt, 


verstanden. 


Satz 1. Die Funktion f(z,y,y’) sei fiir alle Werte x,y in einem 
Bereich R und alle reellen y’ eindeutig und stetig. Ferner sei in R 
gleichmaBig 


7" --—() und lim 


f(z,y,y") im ({#-¥-¥") 6 
y’'=@ y y'=-2 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine zulassige 


Funktion y(z) dem Integral fre. y (x), y’ (x))dz einen nicht gréBeren Wert 
erteilt als alle andern theless Funktionen y(z), ist 

(1) f(x,y,y’)> f(x, y(z), ¥ (2)) 

fiir alle Werte z,y in R und alle reellen y’. 


Beweis. DaB die Bedingung hinreicht, leuchtet ein. Thre Not- 
wendigkeit wird erwiesen sein, wenn folgendes gezeigt ist: Zu einer zu- 
lissigen Funktion y(x), zu der ein Wertepaar z,,y, im Innern von R 
und ein Wert y; existiert, so da® f(z,,y,,y5) - < f (24,925) y "(5)) ist, 
kann eine zulassige Funktion y,(z) gefunden werden, fiir welche 


Sr (x, y-(x), ys (a)) Jaz < Sr (x, y(x), y (z)) dx ist. Sei also y(z) eine 


salbi Funktion und 1 digs Bes y;) — f(z (x5, 9 (25), y (x5) =—2x< 0. 
Aus Stetigkeitsgriinden kénnen zwei Werte zx, und 2, mit folgenden 
Eigenschaften gewahlt werden: 


1 %<% << % <2. 
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2. Die Gerade g, (x) = y, + (x — x,) y, verlauft fiir 2, <2 <x, ganz 
in R und g, (z,) ist von y (24); g,(%,) von y(2,) verschieden. 

8. Fir 2,<2<q, ist f(2,9,(x), gf(x)) — f(a, y(x), 9 (2)) < — x. 
Somit hat man 


z 


J {f(x,9, (2), 91 (a) — f(z, ¥(2), 9 (2))} dx < — x(a, —a,) 


4) 
z, 

Nunmehr werde ein Punkt x, folgendermaBenangenommen: 1.x, < 2, <2,. 
6 r— 2%, 
y (x,)) — 

Y (0) 2s, 
ganz in R. Mit m werde die von x, unabhangige obere Schranke von 
19: (4%) — y(a,)| fiir alle fiir 2, méglichen Werte bezeichnet. Da wegen 
Annahme 2. |g;(x)| unbegrenzt wachst, wenn x, sich x, nahert, kann 


nach der Voraussetzung des Satzes von x, iiberdies gefordert werden, dab 
fir z,<27<2, 


2. Fiir x, < x < x, verliuft die Gerade g, (x) = y(2,)+ (9, (2,4) 





, 
f(z, g.(x), gf w))—fix,y(x),y (2)) x (%,— 2, ) 
92 (2) | ~ 4 


ist. Daraus folgt 
(3) |S {F(a,g.(x), gf (x)) — f(x,y (x), y (x))} da 


a 7 (% —2,). 


Ebenso kann ein Wert x, derart gewahlt werden, daB xz, < 2, <x, ist, 
7 oz 0 2— 2. 
und fiir g, (x)= y(z,) + (g,(z,) — y(2,)) 


(4) |S {t (2,95 (a). 95 ()) — f (2, y (a), ¥ (x) )}dx| < F(x, — a) 


wird. Fiir die Funktion 


( y(z) fir z,5275%,, 
9.(%) » %LtSy, 
y(x)=49,(2) » &StS%, 
9s (x) % St S7,, 
y (x) » % S@Sx, 
ist zufolge von (2), (3) und (4) 


f (r(x, y(a), 9 (2)) — f(x, y(a),y (x))}dx < > (ty -%,)<0. 


2, 


Nach dem Lemma von der Abrundung der Ecken*) ist hiermit die 
Behauptung bewiesen. 


*) z. B. Bolza, a. a. O. § 14e. 
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Zusatz 1. f(z,y,y’) sei nach allen Argumenten zweimal stetig 
differentiierbar. FaSt man z als Parameter auf, so mu8, falls ein y(z) 
existiert, das dem Integral ein Minimum erteilt, dem Satz 1 zufolge 
f(z,y,y') als Funktion der zwei unabhangigen Variablen y und y’ ein 
Minimum fiir alle x zwischen z, und x, und y = y(z), y’ = y (x) haben. 
Dies liefert fiir y(x) die Bedingungsgleichungen 


. 0 0” 
5) f, (x, y(z),y (z))=0 
und 
(6) fy (aw, y(x),y (2)) = 0 (wz, SzxS2,), 


. 0 0? = os ege e . 
die zur Berechnung von y(z) und y (x) dienen kénnen; freilich sind die 


) 
: : T . 2 dy (z) of 
sich hieraus ergebenden Werte nur dann eine Lésung, wenn r- =y (x) 


ist, und iiberdies (1) erfiillt wird. Ferner hat man als notwendige Be- 
dingung, daB die Form 

(7) Bh’ fyyt 2hkfyy + k* fyry’ fir 2,<2<z,, y=y(x),y'=y (x) 
und alle A und & nicht negativ ist. Aus (5) und (6) folgt die 


Eulersche Differentialgleichung /, 0. Aus (7) folgt, daB die 


 - 
~ da 'y 
zweite Variation nicht negativ sein kann und hieraus bekanntlich die 
Jacobische Bedingung. Aus (6) und (1) folgt endlich die WeierstraBsche 
notwendige Bedingung E(x, y(z), y (x), p)=0 fir z, <2 <a, und alle p. 
72 3 


Beispiele. 1. f Vi-+y’* dx hat nach (1) nur ein Minimum fiir 
2, 
die Geraden y(z) = konst. 
Zs . 
- + (1—2a)y’ i ae oe ae ; 
2. — r- [ek dz. Die bisherige Theorie liefert hier 


ee 


keine Entscheidung*). Aus (5) geht hervor, daB nur die Geradenschar 
y (x)= konst. Extremalen liefern kann. (1) zeigt, da® fiir keine Wahl 
der Nebenbedingungen ein Minimum existiert. 


SchlieBlich sei bemerkt, daB die Frage nach dem Extremum des 
Kurvenintegrals { f(x,y)dz, wo y’ in f nicht enthalien ist, durch Satz 1 
2, 


beantwortet wird. 


*) Vgl. Bolza, O.: A fifth necessary condition for a strong extremum of the 


Zs 
integral Sr (z,y,y’)da. Transactions of the American Mathematical Society 7 Nr. 2. 
2, 
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Zusatz 2. In einem Bereich R und fiir alle y’ sei die Funktion 
F(x, y,y’) eindeutig und stetig, und daselbst existiere gleichmaBig 
lim F(2,y,9") =4u(z,y) und lim P(,y,9") 
y=2 y y=-@ y 
in R einmal stetig nach x und y differentiierbare Funktion bedeute. Die 


=u(z,y), wo u(x,y) eine 


Fragen nach dem Minimum von SP(z,y, y’)da \aBt sich sofort auf Satz 1 


zuriickfiihren. Bezeichnet nimlich y(z,y) eine in R stetig differentiierbare 


Funktion, die der Differentialgleichung = a geniigt, so ist bekanntlich 


Few (x, y)y’ + v(z, y))da eine vom Integrationsweg unabhiangige Kon- 
stante. Setzt man f(z, y,y')=F(a,y,y')- oy y)y’ —v(az,y), welches 
den Voraussetzungen zu Satz 1 geniigt, so hat f Fdz gleichzeitig mit fraz 
ein Minimum. 


Satz 2. Die Funktion f(z, y, y’) sei fiir alle Werte z, y in einem 
Bereich R und alle y’ eindeutig und stetig. Im Innern von RF existiere 
mindestens ein Wertpaar x,, y,, in dessen Umgebung gleichmaBig entweder 


: ( 
(8) lim ing *4-¥°) =—c 
y'=2 
oder 
, 
9 lim inf £299") — _ a 
y=-@ y 


ist. Dann kann unter allen zulassigen Funktionen y(z) keine dem Integral 


JS f(a, y, y’)da einen kleineren Wert erteilen als die iibrigen. 


Beweis. Der Beweis wird gefiihrt, indem zu einer beliebig gegebenen 
zulassigen Funktion y(2) eine andere zulassige Funktion y,(2) derart her- 
gestellt wird, daB 


(10) St (x, y, (x), y(x))da —ISf (x, y(z), y (x)) da <0 
tot i i 

Nach Voraussetzung gibt es ein ganz in R gelegenes Quadrat Q mit 
dem Mittelpunkt z,, y, und fester Seitenlange 2/ derart, daB zu jedem ge- 
gebenen positiven K eine dem absoluten Betrage nach unbegrenzt wach- 
sende Folge y; existiert, so daB cen <— K fii alle z, y in Q ist. 

7 

Es bedeute 7, den Wert y, +1, wenn Voraussetzung (8) gilt, dagegen 

den Wert y, — 1, wenn (9) gilt. Jetzt verbinde man die Punkte (z,, y, ) 
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mit (z,, y,), und (2, y,) mit (z,-+7, 9,) durch je eine einmal stetig 
differentiierbare Kurve y,(z) bzw. y,(x), die ganz in R verliuft. 
Zur Abkiirzung werde 


rs of “e 
J f(z, y(z), y (x)) de = K,, J f(x, y, (x), yf (x))dz|=K,, 
I ts 2 
J f(x, yo (x), yg(z))dz| = K, 
a,+! p. 
gesetzt. Fiir alle x,, die der Ungleichung z, < 2, < x, +1 geniigen, sei 


z,+l 
K, das von z, unabhingige Maximum von Sr 2,9, 9,)dz|. Es kann 


™%; 
nun ein Wert z, so gewahlt werden, da8 fiir alle z, y in Q 


¥3 — Ys 
f\s. 9 l 
—4_3 (K,+ K,+ K,+K, 
Ys — Ys t ’ 
t,— 2, 
wird. Demnach ist, 
Be et TF 
g\x =. —- \* Y os 
gesetzt, 
Z% 
S f(z, g(x), g(a) dx < —(K,+K,+ K,+K,) 
et | 
Die Funktion . 
(y,(z) fir & 585%, 
g\ 2%) ” Zs sz Xs, 
y(x)=) _ | 
Ys ” %S2zs2,+l, 
(y(z) » %+7S 272, 


erteilt der linken Seite von (10) in der Tat einen negativen Wert, womit 
unter Beriicksichtigung des Lemmas von der Abrundung der Ecken die 
Behauptung bewiesen ist. 


Folgerung. Das Integral iiber eine ganze rationale Funktion von y’ 
mit in x und y stetigen Koeffizienten kann, wenn ihr Grad ungerade und 
groBer als 1 ist, kein starkes Minimum haben; wenn der Grad dagegen 
gerade ist, nur wenn der Koeffizient der héchsten Potenz in einer Um- 


gebung einer etwaigen wirklichen Extremalen nirgends negativ wird. 
Ze 


Beispiel. {(— y*y’*+y’*)dz mit den Nebenbedingungen y, = 0, 


y¥,= 0 hat kein. Minimum, obwohl die Jacobische, Legendresche und 
WeierstraBsche notwendige Bedingung erfiillt ist‘). 





*) Das Beispiel riihrt von Carathéodory her. Archiv f. Mathematik und Physik (3) 
10 (1916), S. 185. 
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Nachdem durch Satz 2 solche Funktionen ausgeschlossen werden 
kénnen, die starker als y’ negativ unendlich werden, soll jetzt ein Satz 
hergeleitet werden, der sich auf Funktionen, die in R wie y’ positiv oder 
negativ unendlich werden oder starker wie y’ positiv unendlich werden, 
bezieht. 


Satz 3. Die Funktion f(z, y, y’) sei fiir alle x, y in einem Bereich 
R und alle y’ dreimal stetig differentiierbar. Die wirkliche Extremale 
y(a) lasse sich mit einem Feld, in welchem das Gefille p(2z, y) beschrankt 
ist, umgeben. Es gebe im Feld eine im Endlichen gelegene Umgebung 
U, von y(x), so daB® darin gleichmaBig in x und y entweder 


11) lim inf f(#.¥,¥ = 00 
° . — y’ as 
ist, oder gleichmaBig 
— f(z,yy’ 
(12) lim D*-¥-¥) _y (2, y) 
y= 


existiert und stetig ist, und ebenso, daB entweder 


(13) lim inf £(2+9>¥ | == OO 

y=-0 (| 

ist, oder 

14 f(z,9,9') _ 

(14) im <= = u_(z, y) 
g’aoe | 


existiert und stetig ist. Dabei sind alle Kombinationen der Bedingungen 
(11) und (12) mit (18) und (14) zugelassen. Zu den notwendigen Minimums- 


2 
bedingungen fiir Sf (x, y, y’)dz, namlich 
% 


(15) fy'y (2, yl), y (#)) >0 
und 
(16) E(x, y(z), y (x), p)>0 


fiir alle von y (x) verschiedenen p, treten, falls die Voraussetzungen (12) 
oder (14) gelten, die weiteren als notwendig hinzu: 


(17) lim LEN?) _ Fy, ¥ (2), y (x))>0 
bzw. 
, f(x,y (x), B) , 0 of re 
(18) lim 5, fa (@ 9 (2), y (x))>0 
v —-<x ' | 


fir z,527235%- 
Bei Unterdriickung des Gleichheitszeichens sind die Bedingungen (15) und 
(16) unter Hinzunahme von (17) und (18), soweit diese vorhanden sind, 
auch hinreichend. 
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Beweis. Nach Definition ist 


(19 E(x, y,P,P)=P\ 


p (Leb) ‘ fy (2%. Ys P) + 0(p)), 


wo o(p) mit absolut wachsendem 7 in U, gleichmaBig den Limes 0 hat. 

Die Notwendigkeit der Bedingungen (17) und (18) ergibt sich fir 
Voraussetzung (12) und (14) unmittelbar aus (19) und (16). Fiir Voraus- 
setzung (11) und (13) ist nichts zu beweisen. Nunmehr werde gezeigt, 
daB die Bedingungen bei Unterdriickung des Gleichheitszeichens auch hin- 
reichend sind. Zuerst sei angenommen, Voraussetzung (12) oder (14) gelte. 
Dann folgt auf Grund von Stetigkeitseigenschaften aus (17) bzw. (18), daB 


eine in U, enthaltene Umgebung U, von y(x) und eine Zahl r existiert, 
so daB fiir alle x, y in U, 


u,(z,y) —fy (zy, p(z,y))>Fr 
bzw. 

u_(z,y)+ fy (2%, y, p(z, y))>Fr 
ist. Nun kann ein p, >0 so gewahit werden, daB fiir alle x, y in U, 
und |p| => Py 





f(x,y, 3d) , 
; Q? . fy'(%, y, p(x, y)) 2 
fiir positives p, bzw. 
f(2,y,p) Tr 
aE fy (2 y¥, p(y) > g 
fiir negatives p ist, und iiberdies |o(p)|<— wird. Fiir z, y in U, und 


|p| = P, ist infolgedessen nach (19) Z(z, y, P,p)>Od0. 
Gilt hingegen Voraussetzung (11) oder (13), so kann, wenn M die 
obere Grenze von f,'(z, y, p(x, y)) inU, bedeutet, ein ~, > 0 so gewahlt 


werden, daB [(#.9, P) > 2M ist fiir z, y in U, und p >, baw. — p> P,, 


und iiberdies |o(p)|< M wird. Fir z,y in U, und p>p, bzw. 
—p=—P, ist demnach zufolge von (19) H(z, y,p,p)>0. In jedem 
Fall gibt es also eine Umgebung U, von y(zx) und ein von z und y un- 
abhangiges p,, so daB H(z, y, p, p) > 0 ist fir x, y in U, und | p| > py. 

Nach einem Satz von Lindeberg®) kann auf Grund von (15) und 
(16) bei Unterdriickung des Gleichheitszeichens zu diesem jp, eine Um- 
gebung U, von y(z) derart gewahlt werden, daB E(x, y, p, p) > 0 ist fiir 
z,y inU, und |p| <,. Somit wird fiir alle p und z, y in dem U, mit 


®) Zur Theorie des relativen Extremums der einfachen Integrale mit bestimmten 
Integrationsgrenzen, Mathemat. Annalen 59 (1904), S. 382—384. 
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U, gemeinsamen Gebiet E(x, y, p,p)=>0, womit die Behauptung be- 
wiesen ist. 


Im Falle wu, (z, y) = — u_(z, y) liefert Satz 3 zwar die notwendige Be- 
dingung u, (2, y)= fy’ (x, y(z), y'(z)), jedoch keine hinreichende. Die 
Entscheidung fiihrt hier Satz 1 mit Zusatz 2 herbei. 

Zum Schlu8 sei bemerkt, daB nach derselben Methode den Siatzen 1 
und 2 analoge fiir das Minimum des Doppelintegrals und, mit einigen 
Modifikationen, solche fiir den Fall, da8 die Funktion f héhere Ableitungen 
von y enthalt, aufgestellt werden kénnen. 


(Eingegangen am 5. 3. 1922.) 


Mathematische Annalen. 87. 16 











Zum Waringschen Problem fiir rationale Zahlen 
und Polynome. 


Von 
E. Kamke in Miinster i. W. 


§ 1.") 

Herr Siegel*) hat kiirzlich bei Gelegenheit einer gréBeren Arbeit 
gezeigt, wie der Waring-Hilbertsche Satz iiber die Zerfaillung von Zahlen 
in n-te Potenzen auf wenigen Zeilen aus der Hilbertschen Identitat ab- 
geleitet werden kann, wenn man sich nicht auf ganze Zahlen beschrankt, 
sondern auch rationale Zahlen zula&t. Nach diesem Muster l48t sich aber 
auch ganz kurz und unmittelbar ein Satz iiber die Zerfaillung rationaler 
Zahlen in rationale Polynomwerte beweisen, den ich vor kurzem aus einer 
schwieriger zu gewinnenden Verallgemeinerung des erwahnten Waring- 
Hilbertschen Satzes fiir ganze Zahlen hergeleitet habe*). Dabei mag 
dieser Satz, entsprechend dem Siegelschen Muster, ebenfalls gleich fiir 
Zahlkérper formuliert werden. 


Satz. Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine natiirliche Zahl 
N = N(n) von folgender Art: Es sei K ein algebraischer Zahlkorper und 


n 
P(x) = >) 2” 
v=0 


ein Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten in K, mit‘) «,>0 und mit 


) Fiir den Inhalt von § 2 siehe dessen Anfang. Beide Paragraphen sind meiner 
Habilitationsschrift entnommen, die Ostern 1922 der Philos. Fakultét der Universitat 
Miinster i. W. vorgelegen hat. 

*) Darstellung total positiver Zahlen durch Quadrate { Math. Zeitechr. 11 (1921), 
S. 246-275]; Satz 2. 

*) Uber die Zerfallung rationaler Zahlen in rationale Polynomwerte [ Math. Zeitschr. 
12 (1922), S. 323-328). 

*) Sind a, 8 Zahlen des Kérpers, co soll «a >f bzw. «<(f bedeuten, daB in 
allen reellen der konjugierten Kérper K® die Ungleichung a > s baw. « <p 
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mindestens einer reellen Nullstelle in jedem reellen der konjugierten 
Korper®). Es bezeichne u® die grdpte Nullstelle im konjugierten Korper 
K", sofern dieser reell ist. Dann ist fiir jede Zahl ¢>0 des Korpers 
die Gleichung 


N 
(1) c= Di 9 (&) 
x=0 


durch solche Zahlen &, des Korpers lésbar, fiir welche in den reellen 
Korpern K“ 


(2) EO > yf 
ist, also die Zahlen y(é,)>0 sind. 


Hierin ist fiir p(x) — 2" der Siegelsche Satz 2, fiir den Kérper der 
rationalen Zahlen mein friiherer Satz enthalten. 


Fiir den Beweis wird der folgende Hilfssatz mehrfach gebraucht. 


Hilfssatz. Es sei K = K(#) ein nicht total imaginarer Kérper, 
und es seien K”,...,K die reellen unter den konjugierten Kérpern. 
Dann gibt es bei gegebenem «> 0 zu je ¢ reellen Zahlen »,, 


+ sey U, eine 
solche Zahl w des Kérpers, daB 


0<aw%—u,<e (oy See 
ist. 

Beweis. Es gibt ein Polynom g(z) mit reellen Koeffizienten, das 
baw. fir2z—08”,...,0° die Werte v,+4e,...,v,+4¢ annimmt. Die 
Koeffizienten des Polynoms kénnen so durch rationale Zahlen approximiert 
werden, da8 fiir das neue Polynom f(z) 


h(a) — g(0)| . 5 (4 | a 


ist. Hieraus folgt aber wegen g(#")—v,+}¢ fir wo=—h(#) die Be- 
hauptung. 


Beweis des Satzes. Nach dem Hilfssatz 1 meiner Dissertation*) 
gibt es zu n solche natiirlichen Zahlen P; Ay, ..., Ania; %1,-+--, 7p und 


besteht. Ist kein reeller unter den konjugierten Kérpern vorhanden, d. h. K total 
imaginar, so wird durch «> und «< nichts ausgesagt. — Entsprechendes gilt fiir 
a> und «<8. 
~ 5) Wenn K total imaginir ist, fallt diese Bedingung fort; ebenso die Un- 
gleichung (2). 
*) Verallgemeinerungen des Waring- Hilbertschen Satzes [Math. Ann. 88 (1921), 
8. 85-112). 


16* 
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ganze Zahlen a,,, daB fiir y= 2,...,n-+1 folgende n Identitaten mit 
den gleichen Zahlen P, r, und a,, bestehen’): 


P 

° 2\r 7 2r 

A, (zi +... +2) =) 1 (Any%y +..- + Gy9%)””. 
“=1 


Bei zweimaliger Differentiation nach z, entstehen hieraus die n Identitaten 


S\r 1 ¢€ 2 4 a\r—1 
ele ioe +2 A,4,22 (22? +...+ 45) 


(3) 4 9 2 
| - (2 +1) D>) 02s (Gr 2) +... + Geoty)”” (vy =J,...,%). 
x=l 
Hierin wird z=...=—2%=0, B,=A,4,/(2»+1) und die mit n ge- 


P 
gebene natiirliche Zahl S1r,a:,= Q gesetzt. Da jede wtal positive Zahl 


x=1 
des Kérpers in vier Quadrate von Kérperzahlen zerfallbar ist*), so ist fiir 
jede Zahl H, des Kérpers mit H? <1 die Gleichung 


Hi +ai+...ta2=1 


durch Zahlen z,,..., 2%, des Kérpers lésbar. Daher folgen, wenn noch 
die Zahlen a,,H; + a,2% +...+ 5%, jede r,a@,,-mal aufgefiihrt, in 
irgendeiner Reihenfolge mit %,,,..-, %9, bezeichnet werden, aus (3) fiir 
ein jedes derartiges H; die n Gleichungen 


~ 
(4) B,+ 2» B,H} = 3" 932i (y=1,...,”), 
x=1 
wobei die 7, Zahlen aus K sind. Da, wiederum nach dem eben ange- 
fiihrten Satze, jede Zahl H des Kérpers mit 0<H<1 in der Form 
H=H:-+...+H, darstellbar und jedes dieser Hj <1 ist, folgt durch 
Addition der Gleichungen (4) fiir 41,2, 3,4, da fiir jedes 0<H<1 
des Kérpers die simultanen Darstellungen 


¥ 
(5) 4.B,+2»B,H= 5’ n;" (»=1,..., ») 


gelten, wobei die B, gewisse mit nm gegebene positive rationale Zahlen 
sind, N = 4Q eine natiirliche mit n gegebene Zahl ist und die 7, gewisse 
Zahien des Korpers sind. 


Es sei nun €>-0 eine gegebene Zahl des Kérpers. 





”) So mit Riicksicht auf § 2; fiir § 1 kénn‘e von vornherein z, = .1. = z, = 0 sein. 
*) Siegel a. a. O., Satz 1. 
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Nach dem Hilfssatz gibt es im Kérper eine Zahl 9 mit*) oSw und 
mit p(o)<¢/2N. Es werde 


e(y+o)=y(y)= > By’ 
r=0 


gesetzt. Dann sind die £, = £,(o0) Zahlen in K, und es ist £, > 0 sowie, 
da jedes u® die gréBte reelle Nullstelle war, 8, = y(o)>0. 

In (5) werde nun die »-te Zeile mit £,y” multipliziert, wo »>0 
eine vorlaufig noch willkiirliche Zahl aus K ist. Werden die so ent- 
stehenden n Gleichungen addiert, und wird 


n 
a(x) = D>’ B, px’, 1(x)=0'(z), 
v21 


5, = yn +o (x==1,..., NH) 
gesetzt, so ergibt sich 


N 
NB, + 4a(y¥) + 2H yt(7)= > vo(yni) 


iT] 
~ 


My tm 
< 
ore 


= 


wobei &, > 9, also &é, Su ist. Hieraus folgt die Richtigkeit des zu be- 
weisenden Satzes, sobald gezeigt ist, daB es in K Zahlen H mit 0 <H<1, 
y>0 und é, <u gibt, so daB 


(6) p(&)+ NB, + 40(7) + 2Hyt(y) =—C. 


Dieses liBt sich aber so beweisen: In jedem der reellen konjugierten 
Kérper ist, wenn o)(2) dadurch aus o(z) gebildet wird (und ebenso 
r®(g) aus r(x) und spater p(2z) aus ~(x)), daB die Koeffizienten durch 
die konjugierten Zahlen ersetzt werden, 40" (x) + 21(z) ein Polynom 
mit positivem héchsten Koeffizienten und ohne konstantes Glied, nimmt 
also fiir 2 > 0 jeden positiven Wert an; daher gibt es fiir jedes ¢, in K mit 

. 
(7) &,>u und 9 (&)<zb 
zu jedem reellen konjugierten Kérper wegen £,<¢/2 N eine positive Zahl 
so daB 


cl, 
(8) rt __ gp (é) — NBO = 4a(e )+ cH (ce) 

*) Der Stern iiber dem Zeichen > oder < einer Ungleichung bedeutet, da& die 
Ungleichung fir jeden reellen Kérper K gelten soll, nachdem an jeden in ihr vor- 
kommenden Buchstaben oben der Index (i) angehingt ist. Ist K total imaginiir. so 
sagt die Ungleichung nichta aus. 
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ist. Da r®(z) héchstens n —1 positive Nullstellen hat, kann dabei durch 
passende Wahl von é, innerhalb der Bedingungen (7), die wegen des 
Hilfssatzes médglich ist, iiberdies erreicht werden, daB in jedem reellen 
konjugierten Kérper +®(c) +0 ist. Nach dem Hilfssatz gibt es dann 
eine Zahl y>0O in K, fiir welche die y so nahe an den (positiven) 
c™ liegen, daB 

lyt(y)| 24) er(e)| 


“ 


und 


_ 


4a(c)+cer1r(c) —40(y)— yt(y)|<zler(c)|, 


also 





. . od eee <\|yt(7)| 
ist. Fiir dieses y ist mithin wegen (8) 
(9) yt(vy)—Ire(r)|<o — 9(&) — NB — 40(7) <rt(y) +|72(7)]. 
Wird nun 
“a f—9(&)— NB, —40(y7) 
2yt(y) 
gesetzt, so ist H eine Zahl des Kérpers und erfiillt wegen (9) sowohl 
bei positivem wie bei negativem 1+(y®) die Ungleichungen 0<H< 1 
und schlieBlich auch (6). 





§ 2. 

Das Siegelsche Verfahren liefert auch einen Satz Waringscher Art fiir 
rationale Funktionen. 

Herr Landau’) hat auf Grund des im § 1 erwahnten Satzes iiber 
die Zerfallbarkeit jeder total positiven Zahl eines Kérpers in vier Quadrate 
gezeigt, daB sich jedes definite rationalzahlige**) Polynom von z als 
Summe von acht Quadraten rationalzahliger Polynome von z dar- 
stellen laBt. 

Herr Fleck**) hat die Zerfaillung definiter rationalzahliger Polynome 
in 4. und 6. Potenzen von Polynomen in Angriff genommen, ohne jedoch 
— was in der Natur der Sache begriindet ist — zu dhnlich allgemeinen 
Ergebnissen zu kommen, wie sie iiber die Zerfailung von ganzen Zahlen 
in Potenzen bekannt sind. 


°) Ober die Darstellung definiter Funktionen durch Quadrate {[Math. Ann. 62 
(1906), S. 272-285]. 

") Ein Polynom heiSt rationalzablig, wenn die Koeffizienten rationale Zahlen 
sind. Eine rationale Funktion heiBt rationalzahlig, wenn sie als Quotient zweier 
rationalzahliger Polynome geschrieben ist. 

*) Uber die Darstellung gewisser ganzer rationalzahliger definiter Funktionen als 
Summen von vierten resp. sechsten Potenzen ganzer rationalzahliger Funktionen [ Math. 
Ann. 64 (1907), S. 567—572). ; 
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La8t man demgegeniiber bei der Darstellung auch rationale Funk- 
tionen zu, so besteht folgender 


Satz. Zu jeder natiirlichen Zahi n gibt es eine natiirliche Zahl 
N = N(n) von folgender Art: Ist g(x) eine definite *) rationale rational- 
zahlige Funktion vom Grad m = wn (pu gerade, 50), so gibt es N ratio- 


nale rationalzahlige Funktionen &,(2z) mit nirgends verschwindenden 
Nennern, so daB 


N 
g(a)= S'éP(z), & (x) D0 


ist. 
Fiir den Beweis wird der WeierstraBsche Approximationssatz erweitert 
zu dem 


Hilfssatz 1. Es sei f(x) eine stetige reelle Funktion, fiir die 
(10) lim f(z) = lim f(z) = L 


z=+@ z=-@ 
vorhanden ist. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine rationale rationalzahlige 
Funktion R(x) mit nirgends verschwindendem Nenner, so da8 fiir alle x 
gleichmaBig 
|f(z)— R(z)|<e 

ist. 

Beweis. Wegen (10) gibtes zu « rationale Zahlen X > 1 und K, 
so daB fiir alle |z| > X —1 


(11) \t(z) -K|<+e 
ist. Nach dem Approximationssatz von WeierstraB gibt es ein Polynom 


S(x) mit reellen Koeffizienten, so da8 fiir |z|< X+1 

\f(z) -—K—S(2)|<+e 
ist, und daher ein rationalzahliges Polynom 7'(z), so daB fiir die gleichen z 
(12) |f(x)—K —T(2)|< +e 


ist. 


Es werde 


a (2) —. (m ganz, >0) 


gesetzt. Dann ist a(z) eine rationale rationalzahlige Funktion, und bei 
festem a ist fiir m—-co 


13) Kine rationale Funktion hei&t hier definit, wenn sie besténdig >0 ist und 
ihr Nenner nirgends verschwindet. 
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—0 bei |z|>X, 
a(z)} =} bei |z|=—X, 
—-1 bei j2/< X. 
Aus - Verhalten von «(z) und aus den Polynomialeigenschaften 
von 7'(z) folgt, daB m so groB gewahit werden kann, daB 
|a(z)V(a)|< fe fir alle |z|>X+3, 
| (a (a) — 1) pal. <fe fir alle |x| X—} 
ist. Dann ist wegen (11) und (12) sowohl fiir |x|> X-+-4 wie fir 
ljei/so xX — 
(13) | f(z) —K —a(x)T(z)|<e. 
Fir X—}<|2|< X+} ist |T(x)|<}e wegen (11) und (12), 
also, da stets |a(z)|< 1 ist, wiederum wegen (11) 
(14) f(z)— K—a(ax)T(a)|<e. 
Durch (13 ) und (14) ist aber die Behauptung mit R (x)= K +-a (x) T (z) 
bewiesen. 


Hilfssatz 2. Es sei g(x) eine definite rationale rationalzahlige 
Funktion vom Grad m=yn (mn ganz und >0, mw gerade und $0); es 
seien ferner 0 << a<b gegebene Zahlen. Dann gibt es eine definite ra- 
tionale rationalzahlige Funktion y(z), so daB 


a<y"(x)g(x)<b 
ist. 


Beweis. Es sei G(x)=Vgia), A=Va, B=V0, 


H (2) = (2* + 1)? “!@ (a). Dann sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 
fir f (2) = 4(A'+ B) H(2) erfiillt. Daher gibt es fir «— 5(B— A) mal 
der unteren Grenze von H(z) eine rationale rationalzahlige Funktion R (x) 
mit nirgends verschwindendem Nenner, so daB 


R(x) —+(4 + B)H(2)|<e<>(B— A) H(z) 
ist. Hieraus folgt 
AH(z) < R(z) < BH(z), 
also insbesondere R(x) definit, und weiter 


a(2* + 1)**"/g(z) < R"(2) <b(2*+ 1)***/g(z), 
Riz) 
< 9 os) g(x) ~ b, 
wodurch der Hilfssatz mit y (x) — R(x)/(x*-+1)®“ bewiesen ist. 
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Beweis des Satzes. Da aus dem erwahnten Landauschen Satz 
unmittelbar folgt, daB jede definite rationale rationalzahlige Funktion sich 
als Summe von acht Quadraten rationaler rationalzahliger Funktionen 
mit nirgends verschwindenden Nennern darstellen 14Bt, ist fiir jede ratio- 
nale rationalzahlige Funktion H,(2) mit nirgends verschwindendem Nenner 
und mit Hj(z)<1 die Gleichung 


H? (x) + 23(x)+...+a)(2)=1 
durch Funktionen z,(x),...,%,(2) mit den bei H,(z) genannten Eigen- 


schaften lésbar. Fiir ein solches H,(x) folgt daher aus (3) fiir y =n, 
wenn die Zahlen B= B, und Q dieselbe Bedeutung wie dort haben, 


Q 
(15) B+2nBH}(x) =» n2#(2), 
x=1 


wobei die 7, ,(z) rationale rationalzahlige Funktionen mit nirgends ver- 
schwindenden Nennern sind. Da weiter fiir jede definite rationale rational- 
zahlige Funktion H(z) <1 die Gleichung 

H (a) =H? (2) +... + H(z) 
durch acht Funktionen H,(2) der angegebenen Art lésbar ist, folgt durch 
Addition der Gleichungen (15) fiir 4=1,...,8 bei NW =8Q, daB fir 
jede Funktion H(z) der genannten Art eine Gleichung 

N 

(16) 8B+2nBH(zx) =>’ n2*(2) 


x=1 
besteht, wobei die 7 (x) die vorhin bei 7, ,(z) genannten Eigenschaften 
haben. 
Zu der gegebenen Funktion g(x) gibt es nach Hilfssatz 2 eine de- 
finite rationale rationalzahlige Funktion y(z), so daB 


8B<g(z)y"(x)<8B+2nB 
ist. Die dann durch 
_ 9(#)7"(z)-8B 


definierte Funktion erfiillt daher die an das Bestehen von (16) gekniipften 
Bedingungen; mithin folgt aus (16) und (17) 


N 
g(x) 7" (x) =D! ni*(z), 
x=1 
und hieraus die Richtigkeit des Satzes mit § (x) = y*(x)/y(zx). 
Hagen i. W., 18. 12. 1921. 


(Eingegangen am 20. 12. 1921.) 











Ober Axiomensysteme fiir beliebige Satzsysteme. 
I. Teil. 
Satze ersten Grades. 


(Uber die Axiomensysteme von der kleinsten Satzzahl und den 
Begriff des idealen Elementes.) 


Von 


Paul Hertz in Géttingen. 


Einleitung. 

Wenn ein System von Siatzen als giiltig erkannt ist, so ist es oft 
nicht erforderlich, alle dem Gedichtnis zu iiberliefern; es geniigt, einige 
von ihnen auszuwahlen, aus denen die andern gefolgert werden kénnen. 
Solche Satze heiBen bekanntlich Axiome. Die Auswahl aber dieser Axiome 
ist bis zu einem gewissen Grade unserer Willkiir iiberlassen. Man kann 
jedoch fragen, ob die Eigenschaft eines Satzsystems, mehrere Axiomen- 
systeme zu besitzen mit andern bemerkenswerten Eigenschaften zusammen- 
hangt und ob es systematische Verfahren gibt, gegebenenfalls dasjenige 
Axiomensystem zu finden, das die geringste Zahl von Satzen enthilt. 
Einige Uberlegungen, die méglicherweise als Vorstufe fiir die Behandlung 
dieser oder verwandter Probleme niitzlich sein kénnten, sollen im folgen- 
den mitgeteilt werden. 

In der Tat ist das eigentlich interessierende Problem so verwickelt, 
daB es zunichst angebracht erscheint, sich mit einer auBerordentlich 
groBen Vereinfachung zu begniigen: Wir betrachten hier nur Satze von 
einem bestimmten Typus, Siatze, die wir symbolisch schreiben: (a,, ...,a,,) >} 
und die sprachlich ausgedriickt werden durch Formulierungen wie die 
folgende: Wenn (a,, ...,a@,) zusammen ist, so ist 6. AuSerdem wird in 
dem vorliegenden ersten Teil noch eine weitere Vereinfachung eingefiihrt, 
indem hier nur Saétze vom Typus a—+b betrachtet werden; von dieser 
Einschrankung werden wir uns aber in. einem folgenden Teil befreien. 
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Ferner nehmen wir Regeln an, nach denen aus gewissen Siitzen andere 
folgen: So soll z. B. die Giiltigkeit der Sitze a—-b, b—-c das Bestehen 
des Satzes a—+c nach sich ziehen. 


Was aber eigentlich mit einem solchen Satz gemeint ist, was das 
Symbol — in der Zeichenverbindung a—-}b oder das Wort ,,wenn“ in der 
entsprechenden sprachlichen Formulierung bedeutet, braucht hier nicht 
angegeben zu werden. Es kann an dieser Stelle nicht unsere Aufgabe 
sein, auszufiihren, woher wir die SchluBregeln nehmen, in welchem Sinne 
derartige Sitze im gewdhnlichen Leben vorkommen und welche Beziehung 
unsere besondere Fragestellung zu dem Problem nach dem Aufbau einer 
Wissenschaft besitzen mége. Auch kann hier nicht der Grund aufgezeigt 
werden, weshalb unsere Betrachtungen bei weitem nicht den Grad der 
Allgemeinheit erreichen, der notwendig ware, wenn wir durch sie zum 
vollen Verstandnis des Zusammenhanges mathematischer oder physikalischer 
Satze gelangen und nicht nur auf dieses vorbereitet werden sollten. Auf 
alle diese Fragen soll bei anderer Gelegenheit und an anderer Stelle 
eingegangen werden’). Es geniigt vollkommen, wenn wir uns in dieser 
Arbeit nur an die SchluBregeln halten, nach denen aus gewissen Sitzen 
andere folgen. Unsere Siatze sind dann von dem formalen, hier ange- 
nommenen Standpunkt aus nur Zeichenverbindungen, von denen wir ge- 
wisse Mengen betrachten; Mengen niamlich von der Eigenschaft, daB, 
wenn sie gewisse Sitze enthalten, auch notwendig andere in ihnen vor- 
kommen, die aus jenen nach einer bestimmten Regel gebildet werden. 

In der Arbeit ist die Berufung auf die eigentliche geometrische An- 
schauung nach Méglichkeit vermieden worden. Dadurch kann aber die 
leichte Erfassung der zu behandelnden Sitze gefahrdet sein. Daher soll 
in dieser Einleitung der Inhalt des im ersten Teile zu Beweisenden zu- 
sammengefaBt und durch eine geometrische Darstellung erJautert werden; 
allerdings ist diese Darstellung in dieser Form nur auf Gesetze vom Typus 
a-— +b anwendbar, auf die wir uns aber im ersten Teile beschrinken *). 

Die Elemente a,b,c,... werden durch Punkte dargestellt, und die 
Saitze a—+b durch einen von a nach 6 gezogenen Pfeil; es ist ferner 
darauf zu achten, daB, wenn ein solcher Pfeil von a nach 6 und ein 
anderer von 6} nach ¢ fiihrt, auch ein Pfeil von a nach c fiihren muB. 





1) Es mag aber bemerkt werden, daS unsere Sitze a—>b nichts anderes sind 
als formale ,Implikationen“ im Sinne von Russell (Whitehead-Russell 1 (1900), 8. 15), 
und da8 das im ersten Teile zugrunde gelegte SchluBschema, das von Russell unter 
Nr. 10, 3, 8. 150 aufgefiihrte Theorem ist, oder auch: Unsere Sitze sind Subsump- 
tionsurteile, unsere Schliisse Syllogismen nach dem Modus Barbara. 

*) Ahnliche geometrische Darstellungen in den Arbeiten von Zaremba, Enseigne- 
ment mathématique (1916), S. 5; G. Pélya, Schweizer Pidagog. Zeitechr. 1919, Hft. 2. 
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Wenn sich nun nach dieser Regel aus gewissen Satzen alle andern ergeben, 
so heiBen jene Satze Axiome, und die ihnen entsprechenden Pfeile sollen 
ausgezogen werden, wahrend die andern Pfeile nur punktiert gezeichnet 
werden mégen. 

Nun geben die Fig. 1 einerseits und Fig. 2a und 2b anderer- 
seits Beispiele fiir den Fall, in dem es nur ein Axiomensystem und 
fiir den Fall, in dem es mehrere Axiomensysteme gibt. Die 
Fig. 3a und 3b lassen erkennen, daB, wenn die Wahl des Axio- 
mensystems nicht eindeutig ist, verschieden viel Axiome zur Dar- 
stellung des Satzsystems gebraucht werden kénnen. Insbesondere 

Fig. 1. Stellen sie den Fall dar, in dem jedes Element mit jedem durch 
einen Satz nach beiden Richtungen hin verbunden ist. Wenn das 

zutrifit, erhalt man die geringste Zahl von Axiomen dadurch, daB man 
die Elemente zyklisch miteinander durch Axiome verbindet. Weiter zeigt 
sich, daB die Wahl des Axiomensystems dann und nur dann eindeutig 
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ist, wenn es keine zwei Elemente gibt, die gegenseitig miteinander durch 
Satze verbunden sind. Der in der Arbeit hierfiir gegebene Beweis kann 
leicht ins Geometrische iibersetzt werden. 

Ferner wird es méglich sein, den allgemeinsten auf den Fall zuriick- 
zufiihren, daB nur eim unabhangiges Axiomensystem vorhanden ist, in- 
dem man namlich zunichst gewisse Gruppen gegenseitig miteinander ver- 
bundener Elemente durch je ein Element ersetzt, daraufhin zu dem redu- 
zierten System das Axiomensystem aufsucht und hernach wieder die fort- 
gelassenen Elemente einfiihrt. Wir haben also nur noch den Fall der 
Eindeutigkeit zu betrachten. 

Nun kann man aber im Falle der Eindeutigkeit die Zahl der Axiome 
noch weiter reduzieren durch Einfiihrung von idealen Elementen. Wenn 

z. B. jedes von drei Elementen 
mit jedem von zwei Elementen 
durch einen Satz verbunden ist, 
wie das in der Fig. 4a veran- 
schaulicht ist, so werden dazu 
Fig. 4a. Fig. 4b. “sechs Satze gebraucht; durch 
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Einfiihrung eines idealen Elementes — in 4b durch einen kleinen Kreis an- 
gedeutet — kann man aber die Zahl auf fiinf herabsetzen. Ein solches 
ideales Element hat also nur die Aufgabe, uns zu einer bequemen Dar- 
stellung der Satze zwischen reellen Elementen zu verhelfen; die Satze 
zwischen idealen Elementen oder zwischen reellen und idealen Elementen 
haben keine Bedeutung an sich, sondern nur die aus ihnen abgeleiteten 
zwischen reellen Elementen bestehenden. 


Ideale Elemente werden in allen Wissenschaften, besonders auch in 
der Physik und Mathematik stindig gebraucht. Zu ihnen zahlt z. B. der 
Kraftbegriff, durch den wir den Zusammenhang zwischen den reellen Ele- 
menten: Lage der wirkenden Kérper und Bewegung der beeinfluBten 
besser beschreiben kénnen. Vom philosophischen Standpunkt aus ist das 
ideale Element von Vaihinger in seiner Philosophie des Als-Ob*) zum 
Gegenstand einer griindlichen Untersuchung gemacht worden. 

Nun kann man fragen: Wie gelangt man zu der geringsten Zahl 
von Axiomen, wenn auch ideale Elemente zugelassen werden? Dieses 
Problem wird hier nicht vollstandig gelést; nur fiir einen sehr speziellen 
Fall wird gezeigt, wie man zu dem Axiomensystem von der geringsten 
Satzzah] unter denjenigen Axiomensystemen gelangt, in denen keine idealen 
Elemente miteinander verbunden sind. 


§ 1. 
Problemstellung. 


1. (Definition.) Wir betrachten endlich viel Elemente. Unter Satz 
verstehen wir den Inbegriff eines Komplexes, der nur aus einem einzigen 
Element bestehen kann und antecedens hei®t, und eines Elementes, das 
succedens hei&t. Wir stellen Saitze durch Formeln dar, wie (a, ... a,)—>}, 
bzw.a—»-b. Besteht das antecedens nur aus einem Element, so heiSt 
der Satz ein Satz ersten Grades. 


In diesem Teile werden nur Satze ersten Grades betrachtet und daher 
wird unter ,Satz“ immer ein solcher ersten Grades verstanden. AuSerdem 
wollen wir hier nur Satze ersten Grades betrachten, deren antecedens und 
succedens verschieden sind. 

2. (Definition.) Ein System von Satzen 

I. a—b 
Il. bc 
Ill. a—e 


%) 2. Auflage, Berlin 1913. 
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heiBt ein SchluB, I der Untersatz, II der Obersatz, III die Konklusion. 
Untersatz und Obersatz zusammen heiBen Primissen. Von der Kon- 
klusion sagen wir auch, sie folge aus den Primissen. 

3. (Definition.) In bezug auf ein System T von Satzen nennen wir 
Kettenschlu8 eine einfach geordnete endliche Reihe von Schliissen, die die 
Eigenschaft hat, da®B jeder nicht zu T gehdrige Satz in den Schliissen 
dieser Reihe mit einer Konklusion eines friiheren Satzes iibereinstimmt. 

4. (Definition). Ein gegebener Satz heiBt aus einem gegebenen Satz- 
system { eigentlich beweisbar, wenn es einen zu I gehdrigen Ketten- 
schlu8 gibt, in dem er als Konklusion vorkommt. Dieser Kettenschlub 
selbst heiBt Beweis des Satzes. Ein Satz hei®t aus = beweisbar, wenn er 
zu X gehért oder eigentlich beweisbar aus T ist. 

5. (Definition.) Ein System von Sitzen hei®t abgeschlossen, wenn 
jeder in bezug auf das System beweisbare Satz in ihm vorkommt. 

6. (Definition.) Zu einem System © von Sitzen heiSt ein System W 
von Satzen Axiomensystem, wenn jeder Satz von © aus Y& beweisbar ist. 

7. (Definition.) Ein zu einem System von Satzen gehériges Axiomen- 
system & hei®t unabhangig, wenn kein Satz von Y& aus andern Sitzen 
von & beweisbar ist. 

8. (Lehrsatz.) Ist jeder Satz eines Satzsystems € aus einem Satz- 
system § beweisbar, und ein Satz a aus € beweisbar, so ist a aus § 
beweisbar. 

9. (Lehrsatz.) Zu jedem abgeschlossenen Satzsystem © gibt es min- 
destens ein unabhangiges Axiomensystem. 


™~ 


Beweis. G selbst ist ein Axiomensystem. Ist es nicht unabhingig, 
so mu8 es mindestens einen Satz geben, der aus den andern folgt; diesen 
lassen wir fort; ist das Restsystem nicht unabhangig, so lassen wir wieder 
einen Satz fort usw. bis das Verfahren abbricht. Das iibrigbleibende 
System ist nach 8. Axiomensystem und ist unabhangig. 


Unsere Aufgabe wird nun sein, einen Uberblick zu gewinnen iiber 
die Vielfachheit der Méglichkeiten von unabhangigen Axiomensystemen, 
insbesondere zu untersuchen, wann es nur ein Axiomensystem gibt, und 
wie man systematisch zu solchen von méglichst wenig Sitzen gelangt. 


§ 2. 
Méglichkeit einer eindeutigen Wahl des Axiomensystems. 


10. (Definition.) Wir nennen ein Netz ein System von Elementen nebst 
den zwischen ihnen bestehenden Siatzen, von der Eigenschaft, daB es zu 
jedem Paar von Elementen z, y in ihm zwei Sitze + y, y—> z in ihm gibt. 
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11. (Lehrsatz.) Die Sitze eines Netzes bilden ein abgeschlossenes 
Satzsystem. 

12. (Lehrsatz.) Wenn eine Anzahl von Elementen so in eine Reihe 
geordnet ist, daB jedes folgende succedens in einem Satz ist, in dem das 
vorhergehende antecedens ist, und das erste succedens in einem Satz, in 
dem das letzte antecedens ist, so sind diese Satze Axiome eines Netzes 
und umgekehrt gibt es zu jedem Netz ein Axiomensystem, dessen Sitze sich 
so anordnen lassen. 

13. (Lehrsatz.) Zu den Sitzen eines Netzes, das aus n Elementen 
besteht, gibt es ein unabhingiges Axiomensystem, das aus n Sitzen be- 
steht, und wenn n > 3 ist, unabhangige Axiomensysteme, die aus mehr als 
n Satzen bestehen, aber kein unabhangiges Axiomensystem, das aus weniger 
als aus n Sitzen besteht. 


Beweis. DaB es unabhangige Axiomensysteme gibt, die aus n Sitzen 
bestehen, folgt aus 12. Danach ist ein Axiomensystem fiir ein Netz mit 
n Elementen das folgende: 

@,-*@,, 4,-> G3, .--, 4,» a. 

Ein unabhingiges Axiomensystem von mehr als n Elementen (n > 3) 
ist das folgende: 

@,—>@,, @,—>G,,--.,4,_, > G,, 
@,—>@,, @,—>@,,.-..,@,—>@,_,. 

DaB es kein unabhingiges Axiomensystem von weniger als n Elementen 
gibt, erkennt man, indem man bemerkt, daB jedes Element antecedens und 
succedens eines Axiomes sein muB. Dadurch erhilt man mindestens 
2 n Axiome, die im System vorkommen miissen, und von diesen kénnen 
héchstens je zwei identisch sein. 

14. (Lehrsatz.) Wenn zwei Netze ein Element gemein haben, so sind 
sie Teile ein und desselben Netzes. 

15. (Definition.) In Bezug auf ein abgeschlossenes Satzsystem © 
nennen wir Maximalnetz ein Netz, das nicht Teil eines andern in © vor- 
kommenden Netzes ist. 

16. (Lehrsatz.) Maximalnetze sind einander elementenfremd. 

17. (Definition.) Zwei Elemente z und y in einem Satzsystem heiBen 
unzusammenhingend, wenn es mdglich ist, alle Elemente in zwei Klassen 
zu teilen, so daB z und y zu verschiedenen Klassen gehéren, und es keinen 
Satz gibt, der zwei Elemente verschiedener Klassen verbindet. 

18. (Definition.) Zu einem Satzsystem gehérige Sitze heiBen un- 
zusammenhangend, wenn es médglich ist, die simtlichen Satze des Systems 
in zwei elementenfremde Klassen zu zerlegen, so daB die gegebenen Siatze 
zu verschiedenen Klassen gehdéren. 
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19. (Definition.) Elemente, die nicht unzusammenhangend sind, 
heiBen zusammenhangend. 

20. (Definition.) Sitze, die nicht unzusammenhingend sind, heiBen 
zusammenhangend. 

21. (Lehrsatz.) Wenn zwei Elemente mit einem dritten zusammen- 
hangend sind, sind sie untereinander zusammenhiangend. 


Beweis. Es seien a und c zusammenhangend und 6 und ¢ zusammen- 
hangend. Waren @ und 6 nicht zusammenhiangend, so kénnten wir simt- 
liche Elemente in zwei Klassen A und B teilen, so daB a zu A und b zu 
B gehérte, und es keinen Satz gabe, in dem ein A und ein B angehoriges 
Element vorkommt. Gehérte nun c zu A, so ware c mit b unzusammen- 
hangend im Widerspruch mit der Voraussetzung. Ebenso erhielte man 
einen Widerspruch, wenn c zu B gehdrte. 

22. (Lehrsatz.) Wenn zwei Satze mit einem dritten zusammenhangend 
sind, so sind sie untereinander zusammenhangend. 


Beweis. Es seien die Siatze a und ¢ und die Siatze 6 und ¢ m- 
sammenhingend. Waren a und 6 nicht zusammenhangend, so zerfielen die 
simtlichen Satze des Systems in zwei elementenfremde Klassen & und $8, 
von denen &@ den Satz a und $ den Satz b enthielte. Gehdrte nun ¢ zu W, 
so ware ¢ mit 6 unzusammenhingend im Widerspruch mit der Voraus- 
setzung. Der entsprechende Widerspruch ergibt sich, wenn man ¢ zu $ 
gehérig annimmt. 

23. (Lehrsatz.) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
da8 zwei Satze zusammenhingend sind, ist, da8 die durch sie bestimmten 
vier Elemente zusammenhangend sind. 

Beweis. 1. Die Satze e=(q-—-b); f =(c—+d) seien zusammenhingend. 
Da8 a,b und c,d zusammenhingend sind, ist sofort klar. Wire a, c un- 
zusammenhangend, so gabe es zwei Klassen A und C, mu der a und ¢ ge- 
hérten, so daB es keinen Satz gibe, der ein Element der Klasse A mit 
einem Element der Klasse C verbindet. Die simtlichen Sitze zerfielen 
also in solche, deren Eiemente nur A oder C angehéren, in zwei elementen- 
fremde Klassen € und %. Da e zu der einen und f zu der andern 
gehért, so waren e und f unzusammenhingend, entgegen der Voraus- 
setzung. 


2. Es seien a@ und ¢ zusammenhangend. Waren e¢ und f unzusammen- 
hangend, so gabe es zwei elementenfremde Klassen € und % von Satzen, 
zu denen e und f gehérten. Die Elemente, die zu den Satzen von € ge- 
héren, bilden eine Klasse A, und die Elemente, die zu den Satzen $ ge- 
héren, bilden eine Klasse C. Da nun jeder Satz entweder zu € gehért, 
also nur Elemente von A enthialt, oder zu % gehért, also nur Elemente 
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von C enthalt, so gibt es nach unserer Annahme keinen Satz, der ein 
Element von A und C verbinde. Also waren die zu A und C gehdrigen 
Elemente a und c unzusammenhiangend, entgegen der Voraussetzung. Da- 
her ist die Annahme falsch, daS e und f{ unzusammenhingend seien. 
Ahnlich schlieBt man, wenn man a und d oder 6 und ¢ oder b und d 
als zusammenhangend voraussetzt. 

Anmerkung. Sind zwei Elemente, etwa a und ¢ identisch, so sind 
natiirlich auch e und f zusammenhingend. Denn wenn e und f unzu- 
sammenhangend waren, so miiBte es zwei elementenfremde Satzsysteme 
€ und § geben, zu denen e und f gehérten, aber da e=a—b; f=c—d 
wire, und a=c, so waren € und § nicht elementenfremd. 

24. (Definition.) In Bezug auf ein Satzsystem © heibt Kette ein 
System von zusammenhingenden Satzen, das keinen Satz enthalt, der zu 
einem Netz von © gehort. 

Anmerkung. F ie Kette kann aber Elemente enthalten, die zu 
einem Netz gehéren. 


25. (Lehrsatz.) Zwei Ketten, die ein Element gemeinsam haben, 
bilden zusammen wieder eine Kette. 


Beweis. §’ und &” mégen zusammen das Element x gemeinsam 
haben. f' und £” seien die zu §’ und §” gehérigen Satze, die das Ele- 
ment a enthalten. Dann sind nach 23. Anmerkung f’ und f” zusammen- 
hiingend; also nach 22. jeder Satz von &’ mit jedem Satz von &” oder 
alle Siitze von (&’,@”) untereinander. Wiirde nun in (’,&”) ein zu 
einem Netz gehdriger Satz vorkommen, so miiBte er entweder in §’ oder 
&” vorkommen, diese wiirden also nicht beide Ketten sein. 

26. (Definition.) In Bezug auf ein Satzsystem © heiBt Maximal- 
kette eine Kette, die in keiner endern Kette von © enthalten ist. 

27. (Lehrsatz.) Eine Maximalkette und eine nicht in ihr enthaltene 
Kette haben kein Element gemein. 


Beweis. Folgt aus 25. und 26. 


28. (Lehrsatz.) In einem abgeschlossenen System © gehért eine Kon- 
klusion aus zwei Satzen einer Maximalkette wieder zur Maximalkette. 


Beweis. Wenn a—-6b,b-—+c zur Maximalkette 2 gehéren, so muB 
auch a—+¢ zu I gehéren. Wire das namlich nicht der Fall, so kénnte 
nach 27. a—-c keine Kette sein, gehérte also nach 24. zu einem Netz. 
Daher ware c—-a ein Satz von ©, und da b—-c ein Satz von © ist, auch 
b-—-a. Dann gehérte a—-b m einem Netz, und da dieser Satz in M 
enthalten ist, so ware Yt nach 24. keine Kette, was gegen die Voraus- 
setzung ist. 


Mathematische Annalen. 87. 17 
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29. (Lehrsatz.) Eine Maximalkette in einem abgeschlossenen System 
ist ein abgeschlossenes System. 


Beweis. Folgt aus 5. und 28. 
30. (Lehrsatz.) Zwei Maximalketten haben keinen Satz gemein. 
Beweis. Folgt aus 27. 


31. (Lehrsatz.) Ein Satz in einem abgeschlossenen System gehért 
nicht zugleich einem Maximalnetz und einer Maximalkette an. 


Beweis. Folgt aus 24. und 26. 


32. (Lehrsatz.) Jeder Satz in einem abgeschlossenen System gehért 
entweder einem Maximalnetz oder einer Maximalkette an. 

Beweis. Wenn ein a keinem Netz angehdért, so stellt er fiir sich 
nach 24. eine Kette dar. Sei Dt die Gesamtheit der Satze, die mit a zu- 
sammenhangend sind und zu keinem Netz gehéren, so sind diese Sitze 
nach 22. untereinander zusammenhingend, also ist Yt eine Kette, und zwar, 
wie man leicht erkennt, eine Maximalkette. Gehért aber a zu einem 
Netz, so gehért es auch zu einem Maximalnetz. 


33. (Lehrsatz.) Die Gesamtheit aller Siatze eines abgeschlossenen 
Systems bilden zusammen Maximalnetze und Maximalketten, die keinen 
Satz gemeinsam haben. 

34. (Lehrsatz.) Ist ein Satz a—=a-—+b aus einem System von Satzen T 
beweisbar, so gibt es eine Reihe von Satzen a—+a,, a, + @,, ..., G1 Go, 
«,—»b, die alle zu T gehéren. 


Beweis. Gehért a=a-—-b zu T, so ist der Satz schon bewiesen. 
Im andern Falle mu8 nach 4. a—-6 in einem zu einem KettenschluB ge- 
hérigen Schlu8 als Konklusion vorkommen, dessen Pramissen a—-z, xb 
aus T beweisbar waren. Diese beiden Sitze gehéren wieder zu I oder 
sind Konklusionen friiherer Saitze. Im letzten Falle waren a—-z’, x’ 2x, 
z—>2z”, 2”-—+b aus T beweisbar. Durch Fortsetzung des Verfahrens, das 
abbrechen mu8, erkennt man die Richtigkeit der Behauptung. 

35. (Hauptsatz.) Zu einem abgeschlossenen Satzsystem € ohne 
Netz gibt es ein nur ein unabhangiges Axiomensystem. 


Beweis. Nach 9 gibt es mindestens ein unabhangiges Aximensystem. 
Angenommen es gabe fiir G zwei unabhiangige Axiomensysteme U und YW’, 
dann miiBte in einem Axiomensystem ein Axiom vorkommen, das in dem 
andern nicht enthalten wire. Sei a=a-—+b ein Axiom von W, das nicht 
in &’ enthalten ist. Dann muB dieser Satz sich aus &’ beweisen lassen, 
also muB es nach 34. eine Reihe von mindestens zwei zu &’ gehdrigen 
Satzen geben: 


G—>G,, UG, ..., %y-1 > @, & >. 
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Jeder dieser Saitze mu8 nun aber wieder durch & bewiesen werden kénnen. 
Daher erhalten wir wieder nach 34. eine Reihe von mindestens zwei Satzen 


a—f,, B, — B,, see Bo-1— Ba, p.—b, 
die simtlich zu & gehéren. Unter diesen Satzen muB aber a enthalten 
sein, weil sonst das Axiomensystem Y& nicht unabhingig wire. Daraus 
folgt, daB die Reihe der obigen Satze mindestens drei Siatze enthilt. 
Nun sind drei Fille méglich: 


1. a ist =a—f,. Dann wire £,=6 und W enthielte das Netz 
b—+ B,...f.2—~>b, also enthielte G entgegen der Voraussetzung ein Netz. 

2. Es ist a=f,-—+b. Dann wire £,—a und & enthielte das Netz 
a—»,...B.-1—>a@, also enthielte S entgegen der Voraussetzung ein Netz. 

3. Es ist a identisch mit einem mittleren Satz £,_,— 8,, dann ware 
Bu-1 =a, B, =b, und & enthielte die Netze a—f,...f,-2—-a und 
b— Bu +41...8,—+b und © enthielte entgegen der Voraussetzung ein Netz. 

36. (Definition.) Zu einem gegebenen abgeschlossenen Satzsystem © 
nennen wir reduziertes Satzsystem ein anderes G’ von folgenden Eigen- 
schaften: 


1. Jedem nicht zu einem Netz gehérigen Element a von © entspricht 
ein Element a’ von 6’. 

2. Allen Elementen c,,c,... eines Maximalnetzes von © zusammen 
entspricht ein einziges Element c’ von 6’. 

3. Jedem Satz a-—-b von GS, wo a und B beide nicht zu einem Netz 
gehéren, entspricht ein Satz a’-+b’ in SG’, wo a’ und b’ die a und b ent- 
sprechenden Elemente sind. 

4. Allen Saétzen zusammen a-+@, baw. c,-+b, wo a bzw. 6b nicht zu 
einem Maximalnetz gehért, wo aber alle ¢; baw. €; zu ein und demselben 
Maximalnetz gehéren, entspricht in 6’ ein Satz a’ — 2’ bzw. c’ +b. 

Allen Satzen zusammen @,-—+¢,, wo alle @, ein und demselben Maxi- 
malnetz und alle ¢, ein und demselben andern Maximalnetz angehéren, 
entspricht in G’ ein Satz ¢’ — c’. 

5. ©’ enthalt keine andern Elemente als die nach 1. und 2. den 
Elementen von © entsprechenden. 

6. SG’ enthalt keine andern Sitze als die nach 3. und 4. Sitzen von 
S entsprechenden. 


37. (Voraussetzung.) Zu jedem abgeschlossenen Satzsystem existiert 
ein reduziertes. 


Anmerkung. Dieser Satz kann natiirlich aus einfacheren Voraus- 
setzungen abgeleitet werden. Man kann darauf hinweisen, da8, wenn von 
einem System die Anzahl] der Elemente und ihre Verkniipfungsweisen be- 


17* 
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kannt sind, gesagt werden kann, es existiert. Die Meinung dieser Be- 
hauptung wird aber erst klar sein, wenn wir den Begriff Existenz erértert 
haben. Man mag etwa den Standpunkt einnehmen, daB den Elementen 
a von © und den Elementen c,...c, zusammen Zeichen a’ und c’ zu- 
geordnet werden. Diese Zeichen aber existieren in unserm Geist Oder 
man sage, der Inbegriff der Dinge c,...c, ist wieder ein Ding. SchlieB- 
lich kann man auch das reduzierte System als ein Mittel ansehen, die Ge- 
setze des nichtreduzierten darzustellen. 

Wir haben unter der vorigen Nummer das reduzierte System in 
hypothetischer Form eingefiihrt und gesagt, ein zu dem gegebenen System 
in gewissen Beziehungen stehendes nennen wir ein reduziertes. Wir hatten 
auch anders verfahren und etwa sagen kénnen: Wir kénnen an Stelle jedes 
Elementes a ein Element a’ und an Stelle der Elemente c,,c,,...,¢,, eines 
Netzes zusammen ein Element c’ setzen usw. (die Forderungen 5. und 6. 
sind dann entbehrlich). Das erhaltene System nennen wir ein reduzier- 
tes System. Dieser Satz hatte dann nicht sowohl die Form einer Definition 
als einer Aussage. 

Wir hatten oben erklart (1.), nur Sétze von der Form a — b betrachten 
zu wollen. Das scheint mit der jetzt vollzogenen Wendung im Widerspruch 
zu stehen. Aber das reduzierte System an sich unterliegt denselben Ver- 
kniipfungen wie das urspriingliche and dient nur dazu, gewisse Satze iiber 
jenes bequemer abzuleiten. 


38. (Lehrsatz.) Ein zu einem abgeschlossenen System © gehdériges 
reduziertes System GS’ enthilt kein Netz. 


=> 


Beweis. Enthielte S’ ein Netz, so miiBte es in ihm zwei Elemente 
a’, b’ geben, so daB a’—-b’, b’—-a’ in GS’ vorkime. Diesen Siatzen entsprichen 
in © nach 36. zwei Sitze a,—-b,, 6, + a,. Da aber 6, und b, dasselbe 
Element 6’ entspriche, so miiBten sie nach $6 zu demselben Maximal- 
netz gehéren, also miiBte 6, --b, in S vorkommen. Ebenso miiBten a,, a, 
zu einem Maximalnetz gehéren. also a,—+-a, in G vorkommen. Wegen 
seiner Abgeschlossenheit enthielte G dann 6,—-a,, d.h. a, und b, ge- 
hérten zu einem Maximalnetz. Dann kénnten ihnen aber entgegen der 
Voraussetzung nicht verschiedene Elemente in G’ entsprechen. 

39. (Lehrsatz.) Das zu einem abgeschlossenen System gehérige re- 
duzierte System ©’ ist in bezug auf G’ eine Maximalkette oder zerfallt 
in mehrere Maximalketten, die kein Element und keinen Satz gemeinsam 
haben. 

Beweis. Folgt aus 26. und 38. 

40. (Lehrsatz.) Ein zu einem abgeschlossenen System © gehériges 


_~ 


reduziertes System ©’ ist abgeschlossen. 
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Beweis. Seien e’=- a’—-b’ und f'=b’—+c’ zwei in GS’ enthaltene 
Satze, so ist nach 38. a’=:c’. Dann muB es nach 36. in S zwei e’ 
und f’ entsprechende Sitze geben: a,-+b,, b,-+c,. Entweder wire nun 
b, =b,. Dann wiirde a, —-c, ein Satz von © sein. Oder b, wire nicht =),. 
Dann gehérten b, und 6, nach 36. zu einem Maximalnetz und daher 
ware b,-+b, in © enthalten, also wieder a,—+c, ein Satz von ©. Da 
nun a’ +c’ ist, so gehéren a, und c, nicht ein und demselben Maximal- 
netz an und nach 36 ist a’—+c’ ein Satz von ©’. 

41. (Lehrsatz.) Zu einem reduzierten System gibt es ein und nur 
ein unabhangiges Axiomensystem. 

Beweis. Folgt aus 35. und 38. 


42. (Lehrsatz.) Man erhalt zu einem abgeschlossenen System © ein 
Axiomensystem % auf folgende Weise: Man stellt ein Axiomensystem 9%’ 
von S’ auf, sucht ferner zu jedem Satz von %’ einen in © entsprechen- 
den Satz (36) und fiigt fiir jedes in S enthaltene Maximalnetz ein Axiomen- 
system hinzu. 

Beweis. Sei e=a-+b ein Satz von ©; es ist zu zeigen, daB er 
aus 2{ beweisbar ist. Wenn e Satz eines Maximalnetzes ist, so ist der 
Beweis schon erledigt. Gehdre also e nicht einem Maximalnetz an. Dann 
gibt es nach 36 einen zugehérigen Satz e’-- a’ +b’ in SG’. Dieser muB 
durch Axiome von Y%’ bewiesen werden kénnen. Es muB8 also nach 34. 
eine Reihe zu Y&’ gehdriger Satze geben 


, 
a’ —> ty, Uy —> Gy, ..., Gy, +, > b. 
Die entsprechenden Satze in W seien 
& —> Gy, & —> &y,..., Gy-y > &, a+b. 


Nun sind hier entweder zwei aufeinander folgende Elemente «;, « mit- 
einander identisch, oder gehéren, da ihnen dasselbe aj entspricht, zu dem- 
selben Maximalnetz, so daB @;—> a; aus YU beweisbar ist. Ferner sind 
a und @ bzw. b und } identisch oder gehéren demselben Maximalnetz an. 
Also gibt es ein System von Sitzen 

@ —> Ui, , hy —> hg, «. 15 Gy > 
die zu & gehéren; womit der Beweis erbracht ist. 

43. (Lehrsatz.) Man erhalt zu einem abgeschlossenen System © ein 
unabhangiges Axiomensystem & auf folgende Weise: Man stellt das unab- 
hangige Axiomensystem (41.) von ©’ auf, sucht ferner zu jedem Satz von 
W’ einen in © entsprechenden Satz und fiigt fiir jedes in © enthaltene 
Maximalnetz ein unabhingiges Axiomensystem hinzu. 

Beweis. Auf diese Weise erhilt man nach 42. ein Axiomensystem. 
Angenommen, es sei nicht unabhingig und zwar sei ¢ -- a+ b ein Satz 
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von YW, der sich aus den andern Axiomen beweisen lieBe. Dann kann e 
entweder zu einem Maximalnetz von © gehéren oder nicht. 

a) Gehdrte e zu einem Maximalnetz von ©, so giibe es nach 34. eine 
Reihe von zwei oder mehr Siatzen 


@—> U,, &, > y,..., 0, —b, 


die zu & gehdrten und von e verschieden waren. Von diesen kénnen nach 
Voraussetzung nicht alle demselben Maximalnetz wie e angehéren, also 
nicht alle untereinander demselben Maximalnetz, also mu8 in der Reihe 
ein Satz enthalten sein, der zu keinem Maximalnetz gehért. Es sei das 
der Satz a; — a;,,. 

Andererseits sind, weil a —- 6 zu einem Netz gehérte, b-—- a, a — «; 
Satze von © also auch a,;, ,—+ «a; und daher gehérte a, —- «,, , doch zu einem 
Netz. 

b) Gehérte e zu keinem Maximalnetz, so gabe es wieder nach 34. 
eine Reihe ® von zwei oder mehr Siétzen a—-a,...a,—+b, die m W 
gehérten, von e — a —+ 6 verschieden waren und nicht simtlich zu einem 
Maximalnetz gehéren kénnten. Sei «,—-«,,, ein solcher Satz, der nicht zu 
einem Maximalnetz gehérte und von a — 6 verschieden ist. Denjenigen der 
Satze R, die zu keinem Maximalnetz gehéren, entsprechen aber zu U’ gehérigen 
Satzen in S’, und diese bilden eine Reihe R’ a’—+ B,, 8, + Bs,..., Be +d’, 
die die Eigenschaft haben, daB das antecedens jedes Satzes (auBer dem 
des ersten) mit dem succedens des vorhergehenden iibereinstimmt. Ferner 
enthalt die Reihe R’ den «, —- «,,, entsprechenden Satz, der von a’ — b’ 
verschieden ist (weil einem Satz von %’ nur einer von YW entspricht), also 
mindestens zwei Satze. Ware aber einer der Satze Ki’ — a’ —- b’, so ent- 
hielte die Reihe ein Netz im Widerspruch mit 38., wenn aber a’ —+- 6’ in 
’ nicht vorkommt, so ware entgegen der Voraussetzung das System %’ 
nicht unabhangig. 


45. (Lehrsatz.) Zu einem gegebenen abgeschlossenen Satzsystem gibt 
es keine andern unabhingigen Axiomensysteme als solche, die auf die in 
der vorigen Nummer beschriebene Weise gefunden werden. 


Beweis. Sei & ein unabhiangiges Axiomensystem. Es ist zu zeigen: 


1. Diejenigen Saitze von UW, die zu einem Maximalnetz gehéren, bilden 
fiir dieses ein unabhangiges Axiomensystem. 


2. Ist U* der Inbegriff derjenigen Satze von U, die nicht zu einem 
Maximalnetz gehéren und &* das &* in SG’ entsprechende System, so ist 
%* das unabhangige Axiomensystem von 6’. 


3. W enthailt von mehreren demselben Satz in GS’ entsprechenden 
Satzen nur einen. E 
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ad 1. Es geniigt zu zeigen, daB das System W% derjenigen Satze von 
YW, die zu einem Maximalnetz IQ gehéren, ein Axiomensystem fiir IM ist. 

Ware das nicht der Fall, und sei a—- 6b ein zu M gehériger Satz, 
der nicht aus & beweisbar wire, dann gabe es nach 34. eine Reihe 
von Saétzen a—«,...a,—+6, die zu & gehdrten, und von denen min- 
destens einer «,—>a,,, nicht zu &, also auch nicht zu M gehdrte. 

Es miiBten dann aber «;,, +5, b-—-a mu © gehéren, also auch 
«,,, +, dh. @, und «;,, gehérten zu einem Maximalnetz und daher 
auch zu I, entgegen der Annahme. 

ad 2. Es ist zu zeigen: a) daB jeder Satz von G’ sich durch a* 
beweisen laBt, b) daB die Satze von a* unabhangig sind. 

a) Angenommen, der Satz e’ =. a’—+ 6’ lieBe sich nicht durch a 
beweisen. Nun 148t sich aber der ihm entsprechende Satz e = a — b aus 
& beweisen. Also gibt es zu WU gehérige Satze a—-a,...«,—+b. Indem man 
zu denjenigen unter ihnen, die nicht zu einem Maximalnetz gehéren, die 
entsprechenden Sitze in S’ aufsucht, erhalt man entgegen der Annahme 
eine Reihe zu &* gehériger Satze: 


gf... £08", 
b) Gabe es in U* einen Satz a’—- 6’, der sich aus andern Siatzen 
von &* beweisen lieBe, so hitte man die zu U* gehdrige Reihe von min- 


destens zwei Sitzen a’ + f,...8,-+b'. Die entsprechende Reihe von 
mindestens zwei Siatzen in © sei 


a —+> @, Go —> Gg, ..+, Ay —> b. 


Wenn aber zwei anstoBende Elemente wie @,, @ verschieden sind, so ge- 
héren sie zu einem Netz, nach 1 gibt es also eine a und 6 verbindende 
Reihe zu U gehériger Sétze. Kime in ihr a-+b6 vor, so gehdrten a, b 
zu einem Netz, was nicht sein kann, da a—-b ein Satz a’ — b’ in © ent- 
spricht. a—~+ 6, das zu & gehért, wire also aus andern Sitzen von W zu 
beweisen, und & ware nicht unabhangig. 


ad 8. &W kann nicht zwei Satze enthalten, die demselben Satz von 
G’ entsprechen. Seien a, —- b, und a, — b, zwei solche Satze, so miiBten 
entweder a, und a, identisch sein und 6, und 6, demselben Netz ange- 
héren, oder umgekehrt, oder a, und a, einerseits und b, und 6, anderer- 


seits demselben Netz angehéren. 

Betrachten wir nun z. B. den letzten Fall. Nach 1. miiBte es dann 
eine Reihe von Saétzen geben, die zu & gehéren, und zu demselben Maximal- 
netz, und daher verschieden von a, +b, sind, und durch die sich a, a, 
beweisen lieBe, eine Reihe, die wir a, — «,...a,—+@, nennen. Ebenso 
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giibe es eine Reihe: 6, —+ f,...8,—+6,, in der a, — b, nicht vorkommt. 
Man kénnte also a, —- 6, durch die Reihe beweisen: 

_ A, >, ... hy > By, Gd, 0, + fB,... 8. —~5},, 
in der a,-+ 6, nicht vorkommen kann, d.h. & ware nicht unabhangig. 


45. (Definition.) Unter einem Zuge verstehen wir ein System von 
Elementen, und ein zwischen ihnen bestehendes abgeschlossenes System 
von Satzen von der Eigenschaft, daB jedes Paar von Elementen durch 
einen und nur durch einen Satz verbunden ist. 


46. (Lehrsatz.) In einem Zug ist kein Netz enthalten. 
Beweis folgt aus 10 und 45. 


47. (Lehrsatz und Definition.) In einem Zug gibt es ein und nur ein 


Element, das succedens von keinem andern ist — wir nennen es das 
héchste — und ein und nur ein Element, das antecedens von keinem 
andern ist — wir nennen es das niedrigste. 


Beweis. Wir gehen von einem beliebigen Elemente aus; gibt es 
dazu ein antecedens, so suchen wir dieses auf, dann dasjenige, das sein 
antecedens ist usw. Da man wegen der Abgeschlossenheit des Satzsystems 
nie auf ein schon vorgekommenes Element wieder treffen kann, so muf die 
Reihe abbrechen, also ein héchstes Element vorhanden sein. Ebenso erkennt 
man die Existenz eines niedrigsten Elementes. Aus der Definition 45. ist auch 
klar, da8 es nur ein héchstes und ein niedrigstes Element geben kann. 


48. (Lehrsatz und Definition.) Die Elemente eines Zuges lassen sich 
auf eine und nur eine Weise so anordnen, da8 jedes mit Ausnahme des 
niedrigsten antecedens zu dem folgenden, und jedes mit Ausnahme des 
héchsten succedens zu dem vorhergehenden ist, und daB zu zwei aufein- 
ander folgenden Elementen keines vorhanden ist, das antecedens des einen 
und succedens des andern ist. Wir nennen diese Anordnung die natiirliche. 

Beweis. Als erstes Element wihle man das héchste, als folgendes 
das héchste des Restes usw. Ist nun z. B. x ein Element und y das 
folgende, so mu8 +-—+y ein Satz des Zuges sein; denn ware y—+z ein 
Satz des Zuges, so hitten wir, da damals, als wir x auswahiten, auch y 
noch verfiigbar war, einen Fehler begangen. Ferner sieht man, daB, wenn 
x—»z ein Satz des Zuges ist, wo z= y ist, z—+y nicht zum Zuge gehdrt. 
Man zeigt auch leicht, daB diese Anordnung die einzige ist, die die gefor- 
derte Eigenschaft besitzt. 

49. (Lehrsatz.) Man erhalt zu einem Zuge ein unabhingiges Axiomen- 
system und das einzige, indem man die Elemente in natiirlicher Reihen- 
folge anordnet und als Axiome alle Siatze aufstellt, die zwei aufeinander 
folgende Elemente verbinden. 
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Beweis. DaB diese Sitze ein Axiomensystem bilden, ist sofort klar. 
DaB sie unabhiangig sind, folgt nach 34. daraus, daB es zu zwei aufein- 
derfolgenden Elementen keins gibt, das succedens des héheren und an- 
tecedens des niedrigeren ist. Da® es kein anderes unabhingiges Axiomen- 
system gibt, folgt aus 35. und 46. 

50. (Definition.) Unter einem Maximalzug in einem abgeschlossenen 
Satzsystem verstehen wir einen Zug, der in keinem andern enthalten ist. 

51. (Lehrsatz). Jeder Satz in einem abgeschlossenen System gehért 
mindestens zu einem Maximalzug. 

52. (Lehrsatz.) Man ernalt das unabhingige Axiomensystem eines 
abgeschlossenen Satzsystems ohne Netz, indem man die Axiomensysteme 
zu allen Maximalziigen aufstellt (dabei kénnen unter Umstianden Sitze als 
Axiome von mehreren Maximalziigen auftreten). 


Beweis. Nennen wir & das System der Sitze, das aus allen Axiomen- 
systemen aller Maximalziige besteht. 

1. Sei a—-b ein Satz von ©. Er gehért nach 51. zu einem 
Maximalzug, ist also aus YU beweisbar. 

2. Sei a+} ein Satz von U. Es ist zu zeigen, daB er nicht aus 
andern Siatzen von & bewiesen werden kann. Sei das doch der Fall. Da 
a—»b zu & gehdrt, so muB es einen Maximalzvg Z geben, in dem b das 
auf a folgende Element ist. Ware aber a — 6 aus anderen Siatzen von W 
beweisbar, so gibe es eine Reihe von Sitzen, die von a+b verschieden 
waren und zu Y gehdérten: 


a—-G,...0,—+b. 


Diese Satze kénnen nicht zu Z gehéren, weil es kein Element z von Z 
geben soll, fiir das a—+2z, x-+b gilt. Andererseits erhilt man, wenn 
man sie zu Z hinzufiigt, wieder einen Zug. Denn fiir ein zu Z gehdriges 
Element x gilt entweder z+ a und dann auch z—«,, oder 6b — x und 
dann «,—+2z. Also wire Z im Widerspruch mit der Voraussetzung kein 
Maximalzug. 


§ 3. 
Ideale Elemente. 


53. (Definition.) Ist © der Inbegriff von Elementen und einem ab- 
geschlossenen System zwischen ihnen bestehender Siatze, so nennen wir 
ein erweitertes System © einen Inbegriff von Elementen und einem abge- 
schlossenen System zwischen ihnen bestehender Satze, wenn folgendes gilt: 

1. Jedem Element a von © entspricht ein Element @ von 6. Solche 


Elemente nennen wir reelle Elemente von S und die nicht reellen Elemente 
von © ideale Elemente. 
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2. Jedem Satz a—+b von © entspricht ein Satz d+ von © zwischen 
den entsprechenden reellen Elementen in 6. 

8. Jedem Satz von © zwischen reellen Elementen entspricht ein Satz 
in © zwischen den entsprechenden Elementen. 


Anm. 1. Satzen in © zwischen idealen Elementen oder zwischen einem 
reellen und einem idealen Elemente entsprechen keine Satze in 6. 


Anm. 2. Wegen der Eigenschaft 3. gewinnen wir durch die Betrach- 
tung des erweiterten Systems zugleich einen Uberblick iiber die Siatze 
des urspriinglichen Systems. 

Anm. 3. Der Bequemlichkeit halber werden wir in Zukunft das er- 
weiterte System ansehen als hervorgegangen aus den Elementen des ur- 
spriinglichen, die reelle Elemente des erweiterten werden, und aus hinzu- 
gefiigten idealen Elementen. 

Anm. 4. Das erweiterte System kann ein unabhangiges Axiomensystem 
besitzen, das aus weniger Sitzen besteht als das urspriingliche. 

Besteht z. B. das urspriingliche System aus den Elementen a’, a” 
b , 6”, 6” und den zwischen ihnen bestehenden sechs Sitzen 


, 


a’—b’; 
a’—b’; 
a’—-b”, 
a” +b’; 
a” —b’, 
a” +b”, 
so gibt es dazu ein erweitertes System von den 5 Satzen: 
a’—a, 
a” —a, 
a—b’; 
ab”, 
a+b”, 
wo a ein ideales Element bedeutet. 

Anm. 5. Durch Einfiihrung der idealen Elemente umgehen wir den 
Gebrauch des Wortes ,,oder“ im antecedens zusammen mit dem Gebrauch 
des Wortes ,,und“ im succedens. 

54. (Definition.) In einem kein Netz enthaltenden abgeschlossenen 
Satzsystem © nennen wir Gruppenpaar ein Paar zweier elementenfremder 
Gruppen A und B von Elementen von der Eigenschaft, da8 es zwischen 
jedem Element von A als antecedens und von jedem Element von B als 
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succedens einen Satz gibt, der zu dem unabhingigen Axiomensystem (35). 
gehért. A heiBt die antecedens-Gruppe, B die succedens-Gruppe. 
Anm. Dafiir, daB A und B Gruppenpaare sind, ist also nicht aus- 


reichend, daB es zwischen jedem Element von A als antecedens und B 
als succedens einen Satz gibt. 


55. (Definition.) Ein Maximalgruppenpaar ist ein Gruppenpaar A, B, 
wenn es auBer den Elementen von A keines gibt, zwischen dem als ante- 
cedens und jedem Element von B ein Axiom besteht, und auBer den 
Elementen von B keines gibt, zwischen dem als succedens und jedem 
Element von A ein Axiom besteht. 

56. (Lehrsatz.) Jedes Axiom kommt mindestens in einem Maximal- 
gruppenpaar vor. 

57. (Definition.) Ein kleines Maximalgruppenpaar ist ein solches, 
das entweder in der antecedens-Gruppe oder in der succedens-Gruppe nur 
ein Element enthalt; ein mittleres Maximalgruppenpaar ist ein solches, 
das in der antecedens-Gruppe und in der succedens-Gruppe zwei Elemente 
enthalt; ein groBes Meximalgruppenpaar ist ein solches, das nicht ein 
kleines und nicht ein mittleres ist. 

58. (Lehrsatz.) Zwischen zwei Elementen einer antecedens-Gruppe und 
zwischen zwei Elementen einer succedens-Gruppe eines abgeschlossenen 
Satzsystems © ohne Netz gibt es keine Sitze. 


Beweis. Sei z. B. a; +a, ein Satz, der zwischen Elementen von A 
besteht, so gibt es eine zum Axiomensystem gehérige Reihe: 


@;—> @, ...@% —> a. 


Andererseits gibt es fiir © Axiome a, — b,, a, —> b,, wo b, ein Element 
von B ist. Ich kann also a; b, ersetzen durch eine Reihe von Axiomen 
G,—> @,...% —> a, a, — b,. 

Da die Axiome unabhiangig voneinander sein sollen, so miiBte a, — 5, 
in dieser Reihe vorkommen, d. h. gegen die Voraussetzung © ein Netz 
enthalten. 

59. (Definition.) Ein Gruppenpaar A, B hei®t abgeschlossen, wenn 
es auBer den Elementen von A keines gibt, zwischen dem als antecedens 
und einem Element von B als succedens ein Axiom besteht, und auBer 
den Elementen von B keines gibt, zwischen dem als succedens und einem 
Element von A ein Axiom besteht. 

60. (Lehrsatz.) Jedes abgeschlossene Gruppenpaar ist ein Maximal- 
gruppenpaar. 

61. (Lehrsatz.) Die antecedens-Gruppen und die succedens- Gruppen 
zweier abgeschlossener Gruppenpsare sind elementenfremd. 
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62. (Definition.) Ein abgeschlossenes Satzsystem heiBt einfach, wenn 
es kein Netz enthalt, und jedes seiner Maximalgruppenpaare abgeschlossen ist. 

63. (Lehrsatz.) In einem einfachen Satzsystem gehért jedes Axiom zu 
einem und nur einem Maximalgruppenpaar. 

64. (Lehrsatz.) Gibt es in einem einfachen Satzsystem © einen Satz 
a—»b,, wo 6, zur succedens-Gruppe eines Maximalgruppenpaares ge- 
hért, aber z nicht zur entsprechenden antecedens-Gruppe A, so gibt es 
in © einen Satz z—-a,, wo a, zu A gehért. Ebenso: Gibt es in 
einen Satz a,—+ y, wo a, zu A gehdrt, aber y nicht zu B, so gibt es 
in © einen Satz b —y, wo b, zu B gehort. 


@ 


Beweis. Nach 34. gibt es im ersten Falle eine aus den Axiomen 
von © bestehende Reihe von mindestens zwei Siatzen 


Z—- a, ...a,—B,. 


Da nun A, Bein abgeschlossenes Gruppenpaar ist, muB «, zu A gehdren. 
Daraus folgt der erste Teil des Satzes; ebenso der zweite. 


65. (Definition.) Ist S ein einfaches Satzsystem und © ein erweitertes 
System dazu, so heiSt ein unabhingiges Axiomensystem W%{ von G, in dem 
nicht zwei ideale Elemente durch Axiome verbunden sind, Axiomensystem 
ersten Grades zu ©. 


66. (Lehrsatz.) Ist S ein einfaches System und Y ein Axiomensystem 
ersten Grades von S, und sind a, 5 Elemente einer antecedens - Gruppe 
und einer succedens-Gruppe eines Maximalgruppenpaares von © (es gibt ein 
Axiom a—+b von GS), so kommt in & entweder ein Axiom d—> 6 vor 
oder ein Axiomenpaar 4d —- a, a-—+b, wo a ein ideales Element ist. 


Beweis. Sei G das erweiterte System, zudem W gehért. Nach 53, 
gibt es in © einen Satz @-—+b. Gehdrte dieser Satz nun nicht zu W, so 
gibe es in & eine Reihe ® 
»—>b 
von mindestens zwei Axiomen, wo ¢@, == 6b wire. Wenn nun 4, reell ware, 
so miiBte nach 53, dem Satz d—- a, ein Satz a—+- a, in © entsprechen, 
also nach 64. ein Satz 6, —- «, in © vorhanden sein, wo 6, zu B gehdrte. 
S enthielte also die beiden Siatze b, —-«,, a, +b. Wenn nun b, =b 
wire, so enthielte G ein Netz, und wenn b, == 6 ware, so bedeutete das 
einen Widerspruch gegen 58. Beides ist unméglich und a, muB ideal sein. 

Wiirde nun § mehr als zwei Sitze enthalten, so miiBte, weil % vom 
ersten Grade sein soll, d, reell sein. Es wiirde also in © ein Satz ent- 
halten sein a-—+«a,, und daher nach 64. auch ein Satz b,—-«,, wo b, 
zu B gehérte, was wieder mit «,—+ 5b nicht zusammenbestehen kénnte. 
Also enthalt die Reihe R kein weiteres Element. 


—+> i, ...@ 


G—a,, &, . 
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67. (Definition.) Sind A, B zwei disjunkte Komplexe von Elementen, 
so nennen wir Verbindungssystem ein System aus diesen Elementen und 
noch anderen Elementen », die wir als Verbindungselemente bezeichnen 
und von Satzen zwischen den Elementen », den Elementen a von A und 
den Elementen 6 von B von folgenden Eigenschaften: 

1. Ein Element » ist nur antecedens zu einem Element von B und 
nur succedens zu einem Element von A. 


2. Zu jedem Paar a, 6 gibt es einen Satz a; —- 6, oder ein Satzpaar 
a;—> 0;,, 0;, — 5,. 

68. (Definition.) Ein Verbindungssystem ohne Verbindungselemente 
nennen wir ein disparates Verbindungssystem. 


69. ( Definition.) Besitzt ein Verbindungssystem nur ein Verbindungs- 
element und ist dieses antecedens zu allen Elementen von B und succedens 
zu allen Elementen von A und enthalt das Verbindungssystem weiter keine 
Satze, so nennen wir es ein zentriertes Verbindungssystem. 

70. (Lehrsatz.) Ist © ein einfaches Satzsystem , W ein zugehdériges 
Axiomensystem ersten Grades, ferner A, B ein Maximalgruppenpaar von ©, 
so gibt es in bezug auf A, B immer ein zu & gehériges Verbindungs- 
system ». Die Verbindungselemente sind ideale Elemente von G. 

Beweis. Folgt aus 66. 


71. (Lehrsatz.) In einem einfachen Satzsystem haben die Verbindungs- 
systeme zweier verschiedener Maximalgruppenpaare kein gemeinsames 
ideales Element. 

Beweis. Aus 61. 


72. (Voraussetzung.) Sind A, B Komplexe von Elementen in einem 
System T aus Elementen und Siatzen, so kénnen wir die Existenz eines 
anderen Systems & annehmen, so daS jedem Element und jedem Satz 
von & ein Element und ein Satz von & entspricht, © aber auBerdem 
noch zu den Komplexen A, B ein Verbindungssystem enthilt. 

Uber den Charakter dieser Voraussetzung ist dasselbe zu sagen wie 
iiber 37. Fiir das folgende wird es bequemer sein, wenn wir uns 80 aus- 
driicken, da8 wir sagen: Wir kénnen dem Paar der Komplexe A, B ein 
Verbindungssystem hinzufiigen. 

73. (Lehrsatz.) Ist © ein einfaches Satzsystem, A, B ein Maximal- 
gruppenpaar, %{ ein Axiomensystem ersten Grades zu 6, Bein um F ge- 
hériges Verbindungssystem fiir das Maximalgruppenpaar A, B (70.), R* 
irgendein anderes hinzugefiigtes Verbindungssystem zu A, B (siehe 72.), 
so entspricht jedem Satz zwischen reellen Elementen von ©, der aus W 
und &* bewiesen werden kann, ein Satz von G. 
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(Es ist angenommen, daB die hinzugefiigten Elemente von 8* von 
den urspriinglich vorhandenen idealen Elementen von © verschieden sind.) 

Beweis. Sei ¢—+d ein solcher Satz, der durch die zu & und &* 
gehérige Reihe § 


é€—+a@,,...a9—-d 


von Satzen bewiesen wird Wenn nun hier a, — «,,, nicht zu W gehorte, 
miiBte dieser Satz zu B* gehdren, also die Form a—+b oder a—-a, a—b 
besitzen. 

(Jetzt und im folgenden soll a stets ein Element von A und 6 ein 
Element von B bedeuten, a ein nicht reelles Element von G, also ein 
ideales oder ein Verbindungselement. ) 

Im ersten Falle la8t sich «, —> «,,., durch & beweisen. Im zweiten 
Falle ist «,,, ein Verbindungselement, also von d verschieden, und es 
gibt noch einen Satz a,,;—+ 4, der notwendig die Form a +b haben 
miBte. Das Satzpaar a, —+ @,41, @i41—> G42 laBt sich also durch Axiome & 
ersetzen, und so auch im dritten Fall und fiir alle Satze von R. Nun- 
mehr folgt die Behauptung aus 53,. 

74, (Lehrsatz.) (Bezeichnung wie 73.) Ist %* ein Satzsystem, das 
aus & entsteht, wenn die Sitze von & fortgenommen und die Saétze von 
%* hinzugefiigt werden, und laBt sich der zwischen reellen Elementen 
bestehende Satz ¢—- d aus %* und W& beweisen, so gehért der entsprechende 
Satz c--d wm GS. 

Beweis. Folgt aus 73. 

75. (Lehrsatz.) (Bezeichnung wie 73 und 74.) LaBt sich é—-d aus 
W* beweisen, so gilt in SG der Satz c—-d. 

Beweis. Folgt aus 74. 


76. (Lehrsatz.) (Bezeichnung aus 73. und 74.) Der Inbegriff S* aller 
Elemente von %{* und aller aus &* beweisbarer Sitze ist ein erweitertes 
System von ©. 

Beweis. Aus der Definition folgt, daB G* ein abgeschlossenes Sy- 
stem ist. Ferner ergibt sich aus 75., daB jedem Satz zwischen reellen 
Elementen ¢-+d in 6* ein Satz c+ d in © entspricht. Es ist also noch 
zu zeigen, daB jedem Satz c-—+d ein Satz ¢—-d in 6* entspricht oder 
daB jeder Satz ¢—-d aus &* bewiesen werden kann. 

Da ¢-—+d aus { bewiesen werden kann, so gibt es eine zu % ge- 
hérige Reihe 

@—-a,...a,—d. 
Wenn nun darin der Satz a, —+«,,, nicht zu {* gehérte, so miiBte er 
zu ® gehéren, also die Form haben d—- 5 oder d +a oder a6 





-~- &. =» @ 


an tm a a 
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Im ersten Fall ersetzen wir ihn durch Satze, die zu R*, also zu S* 
gehéren. Im zweiten Fall kann «,,,, weil ideal, nicht letztes Element 
sein. Es schlieBt sich also ein Satz an «,,; — a2 an. Hier muB nun a; 
reell sein, weil &% vom ersten Grade ist. Also hat der Satz O41 —> Oe 
die Form a-+y. Gehérte y zu B, so kénnte man das Satzpaar a, — «,,,, 
a+ —+ 4» durch einen Satz von der Form 4 — 6 oder durch Satze von 
W* ersetzen. Wenn aber y nicht zu B gehérte, so muB nach 64. in S 
ein Satz b —- y vorhanden sein, es mu8 also eine zu % gehérige Reihe 


b..— B, B, — By... Bo—¥ 


geben. In diesem Falle ersetzen wir a; —> a 41, @4; > 49 durch die Reihe 
d—a,ai—b,, 6, es B, — By ++» Bo > G; 


oder durch eine Reihe d+} — B,, B, ~B,...B.o — 9, wo die ersten 
beiden Sitze zu $*, also zu x" oo bzw. der erstere Satz, die ande- 
ren aber zu W gebieen. Entsprechend verfahrt man, wenn der Satz 
«, — 4, die Form a — £ hat. 

Es zeigt sich also: Fiir jeden Satz oder jedes Setepaar in unserer 
Reihe, das nicht zu &* gehdrt, kann man einen zu &* gehdrigen Satz 
allein oder ein m &{* gehériges Satzpaar d-—-a, a —» 6 verbunden mit 
weiteren Sitzen von @ einfiihren. Dieses Verfahren wollen wir wieder- 
holen. Es kann nur abbrechen, wenn die Reihe nur Satze aus &* besitzt. 
Wir wollen nun annehmen, das Verfahren briche niemals ab. Aus dem 
Vorhergehenden ersieht man, da8 das nur dann der Fall ist, wenn dauernd 
neue Sitze von der Form @ — 6, also Satzpaare von der Form 4 — 4, 4 — 6 
in unserer Reihe ® eingefiihrt werden. Es mu8 sich also auch einmal 
ereignen, daB unsere Reihe zwei gleiche Satze oder Satzpaare enthilt, 
etwa d,—-a, a—+6,. Dann wiirden nach 74. in S die Sitze a, b,, b, a, 
vorkommen, © also ein Netz enthalten. 

Hieraus erkennt man, daB unsere Annahme falsch war; die Reihe 
muB abbrechen, d. h. @-—+d muB sich aus %i* beweisen lassen. 


Zweiter Beweis‘). Zu jedem Satz c—-d gibt es eine Reihe zu 
gehériger Satze, c—-a, ...a,—+d, deren jede nach 63 zu einem und nur 
einem Maximalgruppenpaar gehért. Gehért «,—-a,,, zu einem von (A, B) 
verschiedenen Maximalgruppenpaar, so gehért nach 66. &-—+-&,,, ent- 
weder zu & und nach 61. nicht zu %, also zu {*, oder laBt sich durch 
zwei Sitze von 9 ersetzen, die nach 61. oder 71. nicht zu ¥ also zu {{* 
gehéren. Gehért «,—«,,, zu (A,B), so gehért &,—@,,, mu #* also 
zu &* oder la8t sich durch zwei solche Sitze ersetzen. 


*) Zusatz bei der Korrektur. 
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77. (Definition.) (Vgl. Definition 57.) Wir nennen ein Paar von Ele- 
mentenkomplexen A, B ein kleines Komplexpaar, wenn ein Komplex nur 
ein Element enthalt, ein mittleres Komplexpaar, wenn A und B beide 
zwei Elemente enthalten, ein groBes Komplexpaar, wenn es weder kleines 
noch mittleres Komplexpaar ist. 

78. (Lehrsatz.) Zu jedem Komplexpaar von den Satzzahlen m, n 
gibt es immer ein Verbindungssystem von der Satzzahl m +- n. 


Beweis. Namlich ein zentriertes (siehe 68). 


79. (Lehrsatz.) Ein nicht zentriertes Verbindungssystem % zu einem 
groBen Komplexpaar von den Elementzahlen m, n enthalt immer mehr als 
m-+-n Satze. 

Beweis. 1. & ist disparat (siehe 68). 

2. B ist nicht disparat und nicht zentriert. 

ad 1. Dann ist die Satzzahl m-n. Es ist aber, wenn m > n ist, 
m+n<2m<m-n, und wenn m =n ist, m+n=2m < n-m. 

ad 2. Es geniigt zu zeigen, daB die Satzzahl verringert werden 
kann. Seien b’, vb” zwei Verbindungselemente und a’—»’, v’— 0b’ 
und a” —+»”, »” +b” zwei sugehdrige Satzpaare von B, wo a’ =a”, 
b’ == b” ist. Wir lassen dann bv’ und »” zusammenfallen und kénnen ent- 
weder einen friiher zwischen a’ und 6” bestehenden Satz ersparen, oder 
kénnen, falls wir friiher die Sétze a’—~-v’’, v’’—+b” hatten, »” mit vb’ 
und »” zusammenfallen lassen, was ebenfalls zu einer Ersparung fiihrt. 
Abnlich schlieBt man, wenn a’ =a”, b’=b” oder a’ =a", b’ + b” 
oder a’ =a”, b’=b” ist. Ist nur ein Verbindungselement vorhanden, 
und entweder nur ein Antecedenselement als ein Succedenselement dazu, 
so kann das Verbindungselement weggelassen werden. Ist nur ein Ver- 
bindungselement vorhanden und mehr als ein Antecedenselement und 
mehr als ein Succedenselement dazu, und ist z ein nicht damit vorbundenes 
Element von A bzw. B, so erméglicht die Hinzunahme des Satzes 2 — » 
bzw. »v +z eine Ersparung. 

80. (Lehrsatz.) Die Satzzahl eines Verbindungssystems fiir ein mitt- 
leres Komplexpaar betrigt 4, und zwar 4 nur dann, wenn das Verbin- 
dungssystem disparat oder zentriert ist. 

81. (Lehrsatz.) Die Satzzah] zu einem Komplexpaar von den Ele- 
mentenzahlen m,1 oder 1, m betrigt mindestens m, und zwar m nur 
dann, wenn das Verbindungssystem disparat ist. 

82. (Definition.) Zu einem abgeschlossenen Satzsystem © ohne Netz 
hei8t unabhangiges Minimalaxiomensystem ersten Grades ein unabhangiges 
Axiomensystem ersten Grades, wenn es zu © kein anderes Axiomensystem 
ersten Grades gibt, das weniger Satze enthilt. 
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43. (Definition.) Zu einem einfachen Satzsystem © ohne Netz heift 
kanonisches System ein Satzsystem, das aus Verbindungssystemen der 
Maximalgruppenpaare von © besteht, das nimlich zu jedem groBen 
Maximalgruppenpaar von © ein zentriertes, zu jedem kleinen Maximal- 
gruppenpaar von © ein disparates und zu jedem mittleren Maximalgruppen- 
paar von © entweder ein zentriertes oder ein disparates Verbindungs- 
system enthilt. 


84. (Lehrsatz.) Zu jedem abgeschlossenen Satzsystem © gibt es ein 
Minimalsystem ersten Grades. 


Beweis. Es gibt ein Axiomensystem ersten Grades, naimlich das 
Axiomensystem 2% von © selbst. Also mu8 es auch ein unabhingiges 
Axiomensystem ersten Grades von der geringsten Satzzahl geben. 

85. (Lehrsatz.) Jedes Minimalsystem ersten Grades eines einfachen 
Satzsystems © ist ein kanonisches System. 

Beweis. Sei &{ ein Minimalsystem ersten Grades zu G. Nach 70. 
ist jedes Maximalgruppenpaar von © durch ein Verbindungssystem ver- 
bunden. Wiirde nun fiir ein Maximalgruppenpaar ein Verbindungssystem 
nicht den in 83. aufgestellten Forderungen geniigen, so kénnte es durch 
ein anderes ersetzt werden. Dadurch wiirde sich die Satzzahl nach 79. 
bis 81. verringern, aber nach 76. das System nicht aufhéren Axiomen- 
system zu bleiben. Also kénnte &{ nicht Minimalsystem sein. Daher 
enthalt & zu jedem Maximalgruppenpaar ein Verbindungssystem, das den 
Forderungen von 83. geniigt. Nach 56. sind aber durch die Satze dieser 
Verbindungssysteme bereits alle Axiome von © abzuleiten. Das Axiomen- 
system %{ ersten Grades kann also, da es Minimalsystem sein soll, keine 
weiteren Satze enthalten. 

865. (Lehrsatz.) Jedes kanonische Satzsystem ist ein Minimalaxiomen- 
system ersten Grades. 


Beweis. Wir gehen von einem beliebigen Minimalaxiomensystem 
ersten Grades aus. Das vorgelegte kanonische System kann sich nach 85. 
von ihm nur durch das Verbindungssystem der mittleren Maximalgruppen- 
paare unterscheiden. Ersetzt man also in dem Minimalsystem ersten 
Grades in diesem Sinne diese Verbindungssysteme, so fndert sich die 
Satzzahl nicht und man erhalt nach 76. ein Axiomensystem ersten Grades, 
das die geringste Satzzahl besitzt, daher unabhingig und ein Minimal- 
axiomensystem ersten Grades ist. 


Géttingen, den 15. September 1921. 


(Eingegangen am 25. 10, 1921.) 
Mathematische Annalen. 87. 18 











Beitriige zur Theorie der Materie. 


Von 


Ferencz Jiittner m Breslau. 


§ 1. 
Einleitender Uberblick iiber die Entwicklung der Theorie der Materie. 


Nach den gegenwartigen Anschauungen der physikalischen Wissenschaft 
sind die Atome der wagbaren Materie aus je einem nach dem Stoff ver- 
schiedenen positiv elektrischen Teilchen, dem Atomkern, und einer Anzahl 
gleichariiger negativ elektrischer Teilchen, den Hlektronen, aufgebaut. 
Dabei bestehen auBerdem Griinde fiir die Auffassung, daB alle Kerne 
ihrerseits wieder — unter Beteiligung von Elektronen — aus einer ein- 
zigen Art positiv elektrischer Teilchen, naimlich den Wasserstoffkernen, 
zusammengesetzt sind. Somit fiihrt das Problem der Materie auf die 
Frage nach der Méglichkeit und der Beschaffenheit eines elektrischen 
Elementarteilchens zuriick. Man faBt diese Teilchen als raumlich sehr 
wenig ausgedehnte Ansammlungen elektrischer Ladungen auf, also nicht 
als im strengen Sinne punktférmig, weil sonst ihre Energie unendlich 
werden wiirde. Doch auch ein endlich ausgedehntes Teilchen ist auf dem 
Boden der elektromagnetischen Theorie Maxwells nicht unmittelbar még- 
lich, weil es durch die elektrische AbstoBung seiner Bestandteile zersprengt 
werden miiBte. Daher fiihrte H. Poincaré*) im Jahre 1905 in seiner groBen 
relativtheoretischen Abhandlung in die Elektronentheorie von H. A. Lorentz 
eine besondere Hilfskraft ein, indem er einen auf die Oberfliche des elek- 
trischen Teilchens wirkenden Druck annahm, so da8 das Elektron gleichsam 
von einer elastischen Haut zusammengehalten wiirde. Dabei sprach er 





Anmerkung. Diese Abhandlung ist eine der Universitat Breslau im Mai 1921 
eingereichte Habilitationsschrift. 

*) H. Poincaré, Sur la dynamique de l’électron. Rendiconti del Circ. Mat. di 
Palermo 21 (1906), 8S. 129 bis 176 (Sitzung vom -23. Juli 1905); siehe besonders S. 164 
bis 166. 
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bereits die Vermutung aus, daB dieser Druck zu der Schwereanziehung in 
Beziehung stehe*). Ebenfalls durch den Gedanken geleitet, daB die Exi- 
stenz der Materie zugleich auf den Kriaften des Elektromagnetismus und 
der Schwere beruhen miiBte, veréffentlichte sodann G. Mie*) in den Jahren 
1912 und 1913 eine recht eingehend ausgearbeitete Theorie der Materie. 
Als Kohasionsdruck des Elektrons sah er urspriinglich allein das elek- 
trische Potential » an, wobei er aber nicht die elektromagnetische Theorie 
Maxwells zugrunde legte, sondern eine zugleich dem speziellen Relativitiats- 
prinzipe und dem Wirkungsprinzipe geniigende Erweiterung derselben. So 
vermochte er als erster unter gewissen Annahmen eine Differentialgleichung 
fiir das Elektron aufzustellen*) und fiihrte auch fiir einen freilich ziemlich 
willkiirlich gewahlten Sonderfall die Integration vollstindig durch. Indem 
er ferner sodann eine eigene dem speziellen Relativitatsprinzipe wie dem 
Wirkungsprinzipe gehorchende Gravitationstheorie, die derjenigen von 
M. Abraham verwandt ist, in seine Theorie der Materie einbaute, konnte 
er auch ein die Schwerkraft beriicksichtigendes Gleichungssystem fiir das 
Elektron aufstellen®). Zur vollen Geltung kam freilich die Gravitation 
in der Theorie der Materie erst nach der in den Jahren 1913 bis 1915 
durch A. Einstein erfolgten Aufstellung der allgemeinen Relativitatstheorie. 
Jetzt verschmolz D. Hilbert*) in einer in den Jahren 1915 und 1917 ver- 
Sffentlichten Arbeit den Mieschen Gedanken einer -verallgemeinerten dem 
Wirkungsprinzip geniigenden Elektrodynamik mit Einsteins Gravitations- 
theorie und stellte damit auch die Grundlagen fiir eine den neuen An- 
schauungen entsprechende Theorie der Materie auf, ohne aber ihre wirkliche 
Durchfiihrung im einzelnen zu geben. Als sodann H. Weyl‘) im Jahre 
1918 seine verallgemeinerte Relativitatstheorie schuf, die ebenfalls eine 
Erweiterung der gewdhnlichen elektromagnetischen Theorie in sich schlieBt, 
fiihrte er den Zusammenhalt der Ladungen in den materiellen Elementar- 


*) H. Poincaré, a. a. O., 8S. 166. 

*) G. Mie, Grundlagen einer Theorie der Materie I, II, III. Ann. d. Phys. (4) 37 
(1912), 8. 511 bis 584; 39 (1912), 8. 1 bis 40; 40 (1913), S. 1 bis 66; ferner: Das Prinzip 
von der Relativitaét des Gravitationspotentials, in der Festechrift fiir J. Elster und 
H. Geitel, Braunschweig 1915, S. 251 bis 268 (datiert: 27. April 1915). — Man ver- 
gleiche auch die klare kurze Darstellung von Mies Theorie in dem Buche ,Raum, 
Zeit, Materie“ von H. Weyl, 3. Aufl., Berlin 1919, § 25. 

*) G. Mie, a. a. O., HI, 8. 15, Gl. (34). 

5) G. Mie, a. a. O., ITI, 8. 38, Gi. (108). 

*) D. Hilbert, Die Grundlagen der Physik I u. II. Gétt. Nachr., Math.-phys. Ki., 
1915 u. 1917. 

*) H. Weyl, Gravitation und Elektrizitét, Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Akad. d. 
Wiss. 1918, S. 465 bis 480; sowie: Reine Infinitesimalgeometrie, Math. Zeitschr. 2 
(1918), S. 384 bis 411. 
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teilchen unc deren Bau auf die allgemeine gravielektromagnetische Kraft 
seines neven metrischen Feldes zuriick*). 

In den bisher zenannten Ansitzen fiir eine Theorie der Materie wurde 
durchweg die Maxwellsche Theorie der Elektrizitat durch eine allgemeinere 
ersetzt. Nach der Aufstellung der Gravitationstheorie Einsteins im Jahre 
1915 lag nun andererseits der Gedanke nahe, ob sich nicht unter Bei- 
behaltung der Maxwell-Lorentzschen elektromagnetischen Feldgleichungen, 
die natiiriich in allgemein-kovarianter Gestalt anzuwenden waren, durch 
die Beriicksichtigung der Schwereanziehung ein innerer Zusammenhalt der 
Ladungen ergibe. H. Rei®ner’) untersuchte 1916 diese Frage, fand aber 
eine verneinende Antwort. Wollte man trotzdem in dieser Richtung 
weiter gehen, so war als Ausweg eine Abanderung der Feldgleichungen 
der Schwere méglich, die aber noch immer auf dem allgemeinen Boden 
der Einsteinschen Gravitationstheorie, namlich der Riemannschen Geometrie. 
verharrte. Diesen Weg beschritt Kinstein'’) im Jahre 1919 mit erheb- 
lichem Erfolge, indem jetzt die Schwere als zusammenhaltende Kraft in 
der Tat geniigte. Doch ergab sich leider gerade im statischen kugel- 
symmetrischen Fall eine Gleichung zu wenig, so daB nach dieser Theorie 
jede derartige Verteilung der Elektrizitaét im Gleichgewicht verharren 
miiBte, was doch gewi8 der Wirklichkeit nicht entspricht. Damit war 
hier gerade fiir die Erklirung des Elektrons oder des Atomkerns eine 
groBe Schwierigkeit entstanden. 

Alle bis jetzt erwahnten Theorien der Materie oder des Elektrons 
und Kerns haben eine allgemeine Voraussetzung gemeinsam: sie betrachten 
die Materie nichi als eine wirkliche und vollkommene Unstetigkeit im 
Felde von der Art eines Fremdkérpers, sondern nur als einen Bezirk des 
Feldes, in dem seine ZustandsgréBen einen sehr hohen Wert besitzen. 
Jede bei der mathematischen Behandlung des Problems auftretende Un- 
stetigkeit der FeldgréBen ist bei dieser Anschauung nur als eine Annahe- 
rung an die stetige Wirklichkeit aufzufassen. So ist z. B. nach Mies'*) 
ausfiihrlich ausgesprochener Ansicht das Elektron kein scharfbegrenztes 


*) H. Weyl, Eine neue Erweiterung der Relativititstheorie, Ann. d. Phys. (4) 59 
(1919), S. 101 bis 133; sowie in der 3. Aufl. von Weyls Buch ,Raum, Zeit, Materic“, 
Berlin 1919, § 34 und 35. 

*) H. ReiBner, Ober die Eigengravitation des elektrischen Feldes nach der 
Einsteinschen Theorie, Ann. d. Phys. (4) 50 (1916), 8. 106 bis 120. Man vergleiche 
auch den aljgemeinen Beweis auf S. 350 u. 351 der nachstehend unter *°) genannten 
Abhandlung Einsteins. 

*) A. Einstein, Spielen Gravitationsfelder im Aufbau der materiellen Elementar- 
teilchen eine wesentliche Rolle? Sitzungsber. der PreuB. Akad. d. Wiss. 1919, 8. 349 
bis 356. 

") G. Mie, I, 8. 519 
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Raumteilchen im. Ather, sondern es besteht aus einem Kern, der stetig 
in eine Atmosphire von elektrischer Ladung iibergeht, die sich bis ins 
Unendliche erstreckt, aber schon ganz nahe am Kern so auBerordentlich 
diinn wird, daB man sie auf keine Weise experimentell bemerken kann. 


Dieser Feldauffassung der Materie im Sinne Mies hatte sich auch 
Weyl bisher in seiner gravielektromagnetischen Theorie angeschlossen. 
Ganz jiingst jedoch, im Jahre 1921, stellt er der Mieschen Ansicht eine 
vollig andersartige gegeniiber, die gerade den Begriff der Unstetigkeit als 
das Wesentliche zugrunde legt**). Er erweitert namlich jetzt den Begriff 
des nicht-Riemannschen vierdimensionalen Raumes seiner Relativitats- 
theorie vom Standpunkte der Analysis situs aus und schreibt diesem 
Raume einen solchen Zusammenhang zu, da8 er innere in der Zeitrichtung 
schlauchartig ins Unendliche sich erstreckende Grenzflachen besitzt. Diese 
Begrenzungen sollen nun durch die einzelnen materiellen Elementarteilchen 
gebildet werden, und zwar sollen die Teilchen dadurch ausgezeichnet sein, 
daB in ihrem Inneren die FeldgréBen singulir werden. Als Ma8 dieser 
Singularitét dient die Masse, die Weyl hier als Flu8 des Gravitationsfeldes 
durch die Oberfliche des betrachteten Raumteiles erklirt und die somit 
ein Gegenstiick zur elektrischen Ladung bildet, dem Flu8 des elektrischen 
Feldes durch die betreffende Oberfliche. Die Materie als Unstetigkeits- 
gebiet gehért nach dieser Auffassung selbst nicht mehr zum Felde und 
gehorcht nicht den Feldgesetzen, so daB also hier die Frage nach dem 
Kohisionsdruck des Elektrons ihren Sinn verliert. 


Nach der vorgetragenen historischen Ubersicht bilden Einsteins Theorie 
von 1919 und Weyls Theorie von 1918 die bisher erreichten wesentlichen 
Endpunkte der Entwicklung in der allgemeinen Lehre von der Materie. 
Die folgenden Ausfiihrungen sollen sich nun damit beschaftigen, Einsteins 
Theorie durch Benutzung der Weylschen geometrischen Vorstellungen von 
der oben erwahnten Schwierigkeit zu befreien und dann auf dieser Grund- 
lage das materielle Elementarteilchen zu berechnen. Zum Vergleich sollen 
hierauf die Gleichungen des Materieteilchens aufgestellt werden, zu denen 
die eigentliche auf dem Hamiltonschen Prinzip beruhende Weylsche Physik 
unter gewissen sehr allgemeinen Voraussetzungen fiihrt. Weyls neue Auf- 
fassung von 1921 dagegen wird hier keine Rolle spielen, da sie nicht im- 
stande ist, zu neuen Gleichungen fiir das Elektron und den positiven 
Kern zu fihren, sondern bisher allein eine neue Deutung der schon aus 
seiner Theorie von 1918 folgenden Gleichungen bildet. 


2) H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“, 4. Aufl., Berlin 1921, § 82 und 36. 
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I. Hauptteil. 


Die Materie nach einer Abinderung von Einsteins 
Theorie von 1919 unter Benutzung der Weylschen 
Geometrie ohne Anwendung des Hamiltonschen Prinzips. 


§ 2. 
Darlegung von Einsteins Theorie von 1919. 


Das im ersten Hauptteil erstrebte Ziel besteht, wie angegeben, darin, 
von der 1919 von Einstein gegebenen Theorie aus durch eine geeignete 
Abinderung derselben zu den Gleichungen fiir das materielle Elementar- 
teilchen zu gelangen. Zu diesem Zwecke sollen daher zuerst die in Be- 
tracht kommenden Einsteinschen Ansatze kurz dargelegt werden. 

Fiir das Schwerefeld stellte Einstein im November 1915, als er seine 
allgemeine Relativitatstheorie zum ersten maBgebenden Abschlu8 brachte, 
folgendes Gleichungssystem auf: 


(1) R;, — : 9;,R=xT,,. 


Hier bedeutet R;, den aus dem Riemannschen Kriimmungstensor Rj,; 
durch Verjiingung abgeleiteten Kriimmungstensor zweiten Ranges, R die 
zu diesem gehérende skalare Kriimmung™) und 7';, den Energietensor der 
Materie; es gilt also"): 

P fik) . pet 


nt, wo See oe 








(2) 
R, k R,; ‘ 
(3) R = g** R,,. 
Im Februar 1{17 verallgemeinerte Einstein sodann die Feldgleichungen 
der Schwere, um gewissen astronomischen Grundtatsachen Rechnung tragen 
zu kénnen, durch Hinzufiigung eines sogenannten kosmologischen Gliedes: 


1 ‘ 
(4) Ri, — FGI R — 49, = *T i; 


dabei ist 4 eine Konstante. 


Soll nun die elektromagnetische Auffassung der Materie durchgefiihrt 
werden, so ist anstatt des allgemeinen Energietensors 7',, der elektro- 


8) Die Vorzeichen von R,, und R, aber nicht von Rene: sind hier entgegen- 
gesctzt gewahlt als bei Einstein, im Einklange mit Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“, 3. Aufl. 
**) Uber im selben Gliede doppelt auftretende Zeiger ist stets zu summieren. 
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magnetische Energietensor S;, der Maxwell-Lorentzschen Theorie in die 
Feldgleichungen einzusetzen: 

(5) 8S 
Hierbei ist: 

(6) f** = g°*g"* f,., 


und f., ist der elektromagnetische Feldtensor, ein Sechservektor, dessen 
kovariante Komponenten folgende Bedeutung haben: 


(7) fos rao 9,» fax i 9,, hie = 9, 
, fio = E,, fo = &,, fo = &,. 


Die Feldkomponenten f,, geniigen dem zweiten Gleichungssystem 
Maxwells (d. h. Faradays Induktionsgesetz): 


1 a . 
ix 7 Vix fapf *— fate 9? - 


(8) fpr , Ofee . Per _ 9 
Gto ' Oay CE ‘ 
das vier Gleichungen entspricht, von denen jedoch nur drei voneinander unab- 
hangig sind, namlich diejenigen, die auch einen zeitlichen Differential- 
quotienten enthalten. 

Eine Beziehung zwischen dem folgenden V-Tensor (oder der Tensor- 
dichte) des elektromagnetischen Feldes 


(9) f°’ = Vg f*’, wobei — g = Det.|g,,|, 
und dem V-Vektor (oder der Vektordichte) der elektrischen Stromdichte 
(10) 3° a. Vgs*, wo e° = 0, e? = les s*=j,, e* = {,, 


wird durch das erste Gleichungssystem Maxwells gegeben: 
. 
(11) ia" 

Fiihrt man nun, um in der geplanten Weise eine Theorie des Elek- 
trons und Atomkerns herzustellen, den Energietensor §,, an Stelle von 7’, 
in die Feldgleichung (1) ein, so zeigt sich bald, wie schon in der Ein- 
leitung erwahnt, daB das Ziel auf diese Art nicht erreichbar ist. Bildet 
man namlich die allgemein kovariante Divergenz von Gleichung (1) und 
beachtet dabei, daB die Divergenz der linken Seite verschwindet, so er- 
halt man: 


(12) fc. 3° =0, 
so daB also 


(13) g° wi® 
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folgt. Auch aus (4) ergeben sich dieselben Gleichungen (12) und (1:3). 
Daher sind nach der bisherigen Theorie elektrische Materieteilchen von 
der Art der Elektronen und Kerne nicht méglich. Die hier vorliegende 
Schwierigkeit sucht nun Einstein dadurch zu lésen, daB er seine Feld- 
gleichungen (1) als nicht vdllig richtig ansieht. Insbesondere hilt er, wie 
er durch eine den Impuls-Energie-Satz betreffende Uberlegung genauer be- 
griindet**), das zweite Glied der linken Seite von (1) fiir nicht hinreichend 
gesichert. Zu dieser Auffassung fiihrt ihn noch eine andere Eigentiimlich- 
keit der Gleichung (1), die ebenfalls von jenem zweiten Gliede abhangt. 
Der Maxwell-Lorentzsche Energietersor S;, hat bekanntlich, wie man aus 
(5) bei Beachtang der Formel 


9x9" 4 
sofort durch Ausrechnung finden kann, die Eigenschaft, daB sein Skalar S 
identisch Null ist: 


(14) 8 = g** 8, = 0, 

was bei einem beliebigen Materietensor 7';, nicht der Fall ist. Daher 
folgt aus (1) fir 7, —S,, die Skalargleichung 

(15) R=0 


> 


eine Bedingung, die eigentiimlicherweise unabhangig von der Beschaffen- 
heit des elektrischen Feldes von den g,, iiberall erfiillt sein miiBte. Es 
nimmt daher iibrigens (1) die Form an: 


(la) R x8;,. 


ik 
Entsprechend folgt aus (4) die Gleichung 
(15a) R= —4i, 

und (4) selbst geht iiber in: 

(4a) R;, + 49, = «8;,- 


Endlich halt Einstein auch die Art, wie die Feldgleichung (1) durch 
Einfiihrung einer neuen Konstanten 4, die von der Gesamtmasse der Welt 
abhangt, erweitert werden muBte, fiir einen schwerwiegenden Schénheits- 
fehler der Theorie. 

Daher gab Einstein im April 1919 den Feldgleichungen der Schwere 
die neue dritte Gestalt : 


(16) R;, - 1 9nR #8;,. 


**) A. Einstein, Berl, Ber. 1919, 8. 350. 
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Das zweite Glied der linken Seite ist hier so gewahlt, daB die Gleichung 
skalarfrei ist; d. h. ihre Skalargleichung wird durch die Identitat 


0 0 


gebildet, wie die Ausrechnung sofort zeigt. Von den Gleichungen (16) 
sind daher nur 9 unabhiangig. Damit ist erstlich die bei Gleichung (15) 
erwahnte Schwierigkeit behoben. Durch Divergenzbildung folgt aus (16): 


7 > 1@éR 
4 © coe ( 
17 ) lia® ixdz, ) 


, 


so daB also hier anders als oben bei (12) die elektrische Stromdichte s¢ 
im allgemeinen nicht verschwindet und elektrische Elementarteilchen még- 


~ a die auBere Kohiisionskraft, die das 
i 


Teilchen zusammenhi!t, und somit = den Kohasionsdruck. Endlich laB8t 


lich sind. Dabei bedeutet — 


sich auch aus (16) eine Gleichung von der kosmologischen Gestalt (4) 
ableiten, wo aber jetzt 4 nicht als besondere universelie Konstante, sondern 
als Integrationskonstante auftritt. Trotz dieser ausgezeichneten Erfolge 
der neuen Feldgleichungen gestatten sie leider dennoch nicht, den Bau der 
materiellen Elementarteilchen zu berechnen, da die Systeme (16) und (8), 
wie Einstein angibt, gerade im statischen kugelsymmetrischen Falle eine 
Gleichung zu wenig zur Ermittlung der g,, und /;, enthalten, 

Es mége hier schlieBlich noch gezeigt werden, daB sich die in Rede 
stehende Aufgabe sehr vereinfachen la8t, wenn man statt des Feldtensors 
f;, das elektromagnetische Viererpotential ; einfiihrt. Seine Kompo- 


s 
nenten sind: 


18) Yo PP, fy w » Pa a = w,, 


wobei ~ das skalare Potential und %{ das negative Vektorpotential ist. 
Dann gilt die Beziehung 

ae OM: oPR 
(19 fin =5e— oe 
und es erweisen sich jetzt die zweiten Maxwellschen Gleichungen (8) als 
identisch erfiillt, so daB sie fortbleiben kénnen. Das Problem der Materie 
ist damit auf die Berechnung der g;, und g, aus den Gravitations- 
gleichungen (16) allein zuriickgefiihrt. 


g 3. 
Die Hebung der in Einsteins Theorie auftretenden Schwierigkeit. 


Es soll nun versucht werden, die erwahnte Schwierigkeit in Einsteins 
Theorie zu beseitigen. 
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Am nichsten liegt in dieser Hinsicht der Gedanke, die Feldgleichun- 
gen der Schwere durch Einfiihrung anderer Zahlenkoeffizienten weiter ab- 
zuaindern, zumal ja auch Einstein selbst bei der Aufstellung seiner Glei- 
chungen von 1919 so vorgegangen ist. 

Offenbar lassen sich nun alle drei Formen (1), (4) und (16) der 
Feldgleichungen der Schwere unter der Annahme, da8 als Materietensor 
allein der elektromagnetische Tensor S;, angesehen wird, als Sonderfiile 
folgenden allgemeineren Systems auffassen: 

20) R;, — 49,R +49, = *8,,- 


Hier miiBte man jetzt die Konstanten ~ und 4 dem gewiinschten 
Zwecke gem&B8 zu bestimmen versuchen. Durch Multiplikation mit g** bilde 
man die zu (20) gehdrende Skalargleichung, indem man Gleichung (14), 
namlich S = 0, beachtet: 


(21) R—4uR+4i4=0. 


Unter der Annahme RF = 0 folgt aus (21) sogleich 4 = 0; also gibt 
(20) dann: 
R,, = «8;,, 
d. i. Gleichung (1) in der Form (1a), die durch Einfiihrung von S,, an 
Stelle von T;, entsteht. 


Macht man jetzt die andere Annahme R = — 4A, so gibt (21) sofort 
=; also folgt aus (20): 


R,, + Ag, = #*8;,, 
d. i. Gleichung (4a), die Gleichung (4) entspricht. 
Nimmt man endlich den allgemeinen Fall an R{ > ty 


P 1 
—_— “2 9;,R + ug,,R. 
Beim Einsetzen dieses 4-Gliedes in (20) hebt sich das » enthaltende 
Glied fort, und man erhilt: 
1 
Ry — {IF = «8,,, 
d. i. genau Gleichung (16). 
Auch Gleichung (4a) geht iibrigens aus (16) hervor, wenn man zu 
(16) die Bedingungsgleichung (vgl. (15a)) hinzufiigt: 
R=-—4a. 


Somit kommt man von der allgemeinen Gleichung (20) unter der 
Annahme, daB der Meterietensor der elektromagnetische Energietensor 
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Maxwells ist, doch stets allein auf die drei friiheren Formen (1), (4) und 
(16) zuriick. Die Behebung der beziiglich Elektron und Atomkern be- 
stehenden Schwierigkeit ist also durch eine dem Vorbild (20) entsprechende 
Verallgemeinerung der Gravitationsgleichungen nicht méglich. 

Ein Ausweg aus der Schwierigkeit ist nun dadurch zu finden, daB 
man sich unter Beibehaltung des Einsteinschen Gedankenganges von dem 
Boden der Riemannschen Geometrie auf denjenigen der allgemeineren 
Weylschen Geometrie begibt. Dabei soll also die eigentliche Weylsche 
Physik, die auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung beruht, hier gar nicht 
benutzt werden. Man hat demgema8 nur in die skalarfreien Feldglei- 
chungen (16) von Einstein sinngem&é8 die entsprechenden GréBen der 
Weylschen Geometrie einzufiihren. Dabei kann man sodann die in 
dieser Geometrie auftretende Eichung so einrichten, da8 die skalare 
Kriimmung F, die der skalaren Kriimmung R entspricht, aber hier auch 
von den g, abhiangt, konstant wird**), Andererseits kann man auch die 
Eichung willkiirlich lassen, so daB dafiir eine andere Bedingung vorge- 
schrieben werden kann. So wird dann, wie sich zeigen wird, der Einstein- 
sche Gedankengang auf dem Boden der Weylschen Geometrie véllig durch- 
fiihrbar sein. 

Es sollen daher jetzt zuerst die erforderlichen KriimmungsgréBen 
dieser allgemeineren Geometrie zusammengestellt und besprochen werden. 


§ 4. 
Die Kriimmungsgré8en in Weyls Geometrie. 

Da Weyls verallgemeinerte Relativitatstheorie auBer der Schwere 
auch den Elektromagnetismus geometrisch auffaBt und devtet, so treten 
in den Formeln seiner hier auf 4 Dimensionen zu beziehenden Geometrie 
neben den 10 GréBen g,, gewdhnlich auch die 4 GréSen ¢,; auf. Statt 
der Christoffelschen Dreizeiger-Ausdriicke zweiter Art yt B die nur die 


g;, enthalten, hat man dementsprechend hier die Komponenten I°j, des 
affinen Zusammenhangs: 


: e ik 1 pos s 
(22) ra={T}+5(0 Py + OP; — Ix P*)s 
wobei 
=1 firi=—k 
= k 
(22a) pi=g*p, und Ui eemriek: 


Aus diesen GréBen Ij, baut sich sodann der Weylsche Kriimmungs- 
tensor 4. Ranges F;%, auf, der die Verallgemeinerung des Riemannschen 


16) H. Weyl, Raum, Zeit, Materie“, 3. Aufl., 8. 253, sowie 4. Aufi., 8. 121; ferner 
~Elektrizitét und Gravitation“, Phys. Zeitechr. 21 (1920), 8. 649 bis 650. 
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Tensors R,4, darstellt. Durch Verjiingung entsteht daraus der Krim- 
mungstensor 2. Ranges F’,,; zu ihm gehért der Kriimmungsskalar F. Die 
F;, und F definierenden Formeln lauten entsprechend zu (2) und (3) 
wie folgt: 
(28) Pp, = Vena - 2 +1ar— Tem. 

02, Om 


(24) F=g* F,,. 

Da der Tensor F,, nicht symmetrisch ist, wird er fiir unseren Zweck, 
wie sich zeigen wird, nicht unmittelbar als Ersatz des Tensors R,,, der 
symmetrisch ist, verwendbar sein. Daher bilde man*’) jetzt aus F’,, 
folgendermaBen einen symmetrischen Tensor Q,,: 


. L , 
(25) Qn = 5 (Fin a 


ki/* 
Fiir den zugehérigen Skalar Q folgt aus (24) und (25) sofort: 
(26) Q=g9"Q,,=— F. 
In einer mehr entwickelten Form, die die Beziehung zur Riemann- 


schen Geometrie hervortreten lat, stellt sich Q,, mittels folgender Glei- 
chung dar: 


rn 1 | ] , 
(27) Q;, = By, — Pi — 59x? rote FZ 9: (P,%")- 


Hier ist Y,, ein symmetrischer Ausdruck, der aus dem Riemannschen 
kovarianten Differentialquotienten ®,, von y;, namlich 


_ OM fik) 


ik Ox, ls fre 


gebildet worden ist: 
P;, _ : (®;, ys ®,;), 


so daB also gilt: 


1 (aq, Ogx)\ {ik 
28 2 =s\(5—- + — : 
(<5) ¥; 2 \ezy bz,/ i 8 he, 

Ferner bedeutet ® die allgemein invariante Divergenz von ', die 
sich aus dem Riemannschen kovarianten Differentialquotienten ®* von 
g*, némlich hh ; 

ee. ae a 
% = 3, atti 

”) W. Pauli jun., Zur Theorie der Gravitation und Elektrizitét von Hermann 
Weyl, Phys. Zeitschr. 20 (1919), S. 457 bis 467, insbesondere S. 458 und 459 (dort ist 
n— Ry“ statt Q;, gesetzt; iberhaupt haben dort die Kriimmungstensoren und -skalare 
sowie die gy; das entgegengesetzte Vorzeichen als oben). — R. Bach, Zur Weylschen 
Relativitatstheorie und der Weylschen Erweiterung des Kriimmungstensorbegrifis, 
Math. Zeitschr. 9 (1921) S. 110 bis 135 (dort ist die Bezeichnung S, 2 statt Q,, benutzt). 
Vgl. auch H. Weyl, Math. Zeitechr. 2, a. a. O., insbesondere S. 408 und 404. 
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durch Verjiingung ableitet: 


® = GD}; 
daher ist: 
9 _ 1 alvge*) 
(29) p= TG am 


Fiir die skalare Kriimmung Q = F erhalt man aus (27), da 
g** Y;, — g* ®,, =@ 
ist, folgenden entwickelten Ausdruck**): 
(30) Q=R-—30 — (9, ¢'). 
Aus Q,, findet man F,, mittels der Formel’*): 


31) Fi = Qi — fix 
wo gem&B der friiheren Gleichung (19) gilt: 


, OP: OPr 
{ ———— « : 
(19 Tix Oxy Oz," 


Der elektromagnetische Feldtensor /f,, ist also in geometrischer Auf- 
fassung ein Bestandteil der allgemeinen Kriimmung 2. Ranges F,,, und 
zwar stellt er die sogenannte Streckenkriimmung dar. 


Die Tensoren und Skalare der Weylschen Geometrie haben nicht nur 
die Eigenschaft der Koordinaten-Invarianz, wie in der Riemannschen 
Geometrie, sondern auch die der Eich-Invarianz, d. h. der Invarianz 
gegeniiber der Umeichung mittels des Eichfaktors «, die durch folgende 
Gleichungen ausgedriickt wird: 


f 


PY - PP @ log u 
(32) In = FP 9ix> mS ee 


Oz; 

Bei einer allgemeineren Fassung des Tensorbegriffs multiplizieren sich 
die Tensorkomponenten bei einer mittels des Eichfaktors « ausgefiihrten 
Umeichung mit der Potenz u*; dann hei®t e das Gewicht des Tensors. 
Unmittelbare physikalische Bedeutung haben jedoch nur die Tensoren vom 
Gewichte Null, wie F;,, Q;, und f;,. 

Bemerkt sei schlieBlich noch, da&8 beim Verschwinden des elektro- 
magnetischen Feldes, also fiir ¢;— 0, die Weylschen GréBen in die ent- 
sprechenden Riemannschen iibergehen, so daB dann gilt: 

(33) (Tik)o = RP (Fixlo=Qilo= Bn» Plo = (Q)) = B. 


1*) H. Weyl, siehe vorige Anmerkung. 
1”) W. Pauli, a. a. O. 
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§ 5. 


Verallgemeinerung von Einsteins Feldgleichung durch Anwendung 
von Weyls Geometric. 


Nach den getroffenen Vorbereitungen soll nun die Verallgemeinerung 
von Einsteins skalarfreier Feldgleichung der Schwere 


(16) Ry — [9B = *8,, 


durch ihre Verpflanzung auf den Boden der Weylschen Geometrie vor- 
genommen werden. 

Zuerst werde die linke Seite von (16) betrachtet. Am nichsten lage 
hier die Ersetzung von R;, durch den Tensor F,,. Da dieser aber, wie 
man aus (31) ersieht, unsymmetrisch ist und 16 Komponenten besitzt, 
ist er nicht brauchbar. Man mu8 vielmehr statt F;, den aus ihm gemaB 
(25) gebildeten Tensor Q,, nehmen, der ebenso wie R;, symmetrisch ist. 
Statt R ist dementsprechend der Skalar Q =F einzusctzen. So erhilt 
man fiir die linke Seite: 


1 
(34) Qi. Ix: 
Die rechte Seite, die gemaB (5) gleich 
fe 1 e a . a :\ 
(35) 2S8;,=x (ice fasf * _ fiafaed ) 


ist, paBt sich, da sie einen aus der Streckenkriimmung /,, aufgebauten 
symmetrischen Tensor darstellt, in die Weylsche Geometrie ohne weiteres 
ungeandert ein®*). Trotzdem darf man die Ausdriicke (34) und (35) nicht 
unmittelbar einander gleich setzen. Denn die so erhaltene Gleichung wire 
zwar kovariant gegeniiber einer beliebigen Anderung der Koordinaten, 
aber nicht gegeniiber einer Anderung der Eichung, und hatte daher auf 
dem Boden der Weylschen Geometrie keine physikalische Bedeutung. In 
der Tat ist das Gewicht von Q,, gleich 0, von Q gleich ,— 1“ und von 
9, gleich + 1, somit von (34) selbst gleich 0. Fiir (35) ist noch zu 
beachten, daB das Gewicht von /,, gleich 0, von f** gleich ,— 2“ und 
von g** gleich ,— 1“ ist; demgemaB besitzt (35) das Gewicht ,— 1‘. 
Wegen ihres ungleichen Gewichts kénnen die Tensoren (34) und (35) in 
der Weylschen Geometrie nicht gleichgesetzt werden, da ihre Gleichheit 
durch eine Anderung der Eichung ja sofort zerstért wiirde. Doch ist es 
wohl méglich, aus dem Tensor (35) vom Gewicht ,— 1“ einen solchen 
vom Gewicht 0 herzustellen; man mu8 zu diesem Zwecke (35) durch 
einen Skalar vom Gewichte ,—1“ dividieren. Als solchen findet man, 


*) Vgl. auch H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“, 3. Aufi., S. 250 unten. 
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wenn man die von R. Weitzenbéck*') ermittelte vollstandige Reihe der 
ganz und rational gebauten Skalare der Weylschen Geometrie durchgeht, 
bei Beschrinkung auf einen rationalen Ausdruck allein die GréBe Q, falls 
man von einem konstanten Faktor absieht. Es kommen nimlich von den 
dort angefiihrten Skalaren nur die drei in Betracht, die in bezug auf eine 
Koordinatenanderung absolut invariant sind, also /;,f ‘* F’* und die aus 
der Richtungskriimmung “*F,,,,,, einem Bestandteil des Tensors F’,,,,., 
gebildete GréBe *F,,,,*F**’". Diese drei Invarianten haben je das Ge- 
wicht (Eichgewicht) ,— 2“, die Quadratwurzel aus ihnen somit das Ge- 
wicht ,— 1“. Jedoch ist diese Quadratwurzel nur aus F* rational aus- 
ziehbar, so da8 man auf die einzige Invariante F = Q von den gewiinschten 
Eigenschaften zuriickkommt, wie oben behauptet. 

DemgemaB lautet die gesuchte Feldgleichung 
(36 ) Qn. — 3 Gin Q = xt 
wobei jetzt x eine Konstante von beliebigem Zahlwert sei. Diese Glei- 
chung ist also kovariant gegeniiber einer Koordinatenanderung wie gegen- 
iiber einer Eichungsinderung. Ferner ist sie, wie eine Multiplikation mit 
g** sofort ergibt, skalarfrei und entspricht daher 9 unabhangigen Gleichungen, 
solange man die Eichung unbestimmt 1aBt. 

Ist y,=0 und also auch S;,—0, somit kein elektromagnetisches 
Feld und daher auch keine Materie vorhanden, so nimmt gemi8 (33) die 
Feldgleichung (36) folgende Gestalt an: 


1 
(37) Ry — ZInR =O. 


Diese Gleichung folgt fir y,—0, S;,—0 auch aus der friiheren 
Feldgleichung (16), so da8 voller Einklang mit ihr vorhanden ist. Der 
Ansatz 


(38) R,,=0 


stellt offenbar eine Lésung von (37) dar. Aus ihm folgt bekanntlich als 
Naherung die Newtonsche Theorie der Schwere (nimlich die Laplacesche 
Gleichung) und auBerdem auch die Perihelbewegung des Merkur sowie die 
Ablenkung der Lichtstrahlen durch die Sonne. Somit befindet sich auch 
die allgemeine Feldgleichung (36) mit den angefiihrten Beobachtungen in 
derselben Weise im Einklang wie Einsteins Theorie. 

Auch im allgemeinen Falle, wenn das elektromagnetische Potential ¢; 
nicht verschwindet und also Materie vorhanden ist, kann die neue Feld- 

*t) R. Weitzenbick, Uber die Wirkungsfunktion in der Weylschen Physik, 1. und 
2. Mitteilung. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien, Math.-naturw. K1., Abt. Ila, 129 
(1920), S. 683 bis 708; yvgl. die Tabelle am Schlusse der 2. Mitteilung. 
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gleichung (36) in eine der friiheren Feldgleichung (16) ganz dhnliche 
Form gebracht werden, indem man (27) und (30) anwendet; man er- 
halt so: 


1 
| Ri. — FI, R=* Vix» 


(39)) |, Six l(y _} 1 1 P 
U;,= Pee —— + = \ ik” 95: ? 6 PPT =Gix(PeP ) . 
si 3 4 2 8 / 
R—3 ®——= (9. ¢") 


Diese Gleichung kénnte formal derart als Verallgemeinerung von (16) 
aufgefaBt werden, da als Energietensor statt desjenigen S;, von Maxwell 
ein allgemeinerer U,;, im Sinne von Mie benutzt wird. Allerdings ist als 
zugrunde zu legende Geometrie hier nicht die Riemannsche, sondern stets 
die Weylsche anzusehen und anzuwenden, z. B. bei der Bildung von ko- 
varianten Differentialquotienten. 

SchlieBlich mége mit wenigen Worten auf die Berechnung des V- 
Vektors der elektrischen Stromdichte 8“ eingegangen werden. Dem ersten 
Gleichungssystem Maxwells 
(1 eT 


Cz 
Pp 


wm 


bleibt auch vom Standpunkt der Weylschen Geometrie aus seine physi- 
kalische Bedeutung erhalten, weil es auch hier allgemein kovariant ist **). 
Nach der Berechnung der g;, und g, liefert daher noch (11) den Strom 3" 
und erméglicht so insbesondere die Bestimmung der Elektrizitatsverteilung 
im Elektron oder Atomkern, wie es die Lésung des Problems der Materie 
verlangt. 


§ 6. 
Weyls Geometrie im statischen kugelsymmetrischen Felde. 


Um die Ausfiihrung der Berechnung der materiellen Elementarteilchen 
vorzubereiten, sollen nun die notwendigen Formeln des statischen kugel- 
symmetrischen FeldeS fiir die Riemannsche Geometrie und sodann auch 
fiir die Weylsche Geometrie angegeben werden**). 

Das Quadrat des Linienelementes 


ds*=9,,dx,d%,,  9ix= Jui 
hat in diesem Falle bei Verwendung Cartesischer Koordinaten die Form 


(40) de*=q*dz? — dz? — dz? — dz? — p(x, dz,+2,dz,+2,dz,), 
™) H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“, 3. Aufl., 8S. 115. 
*%) Man vergleiche hierzu H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“, 3. Aufl., § 28 und 30; 
sowie W. Pauli, a. a. O., § 4. , 
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wobei p und g allein von der Entfernung 


(41) = Vzi+a23+23 
abhangen. Fiir die kovarianten Komponenten g,, und die kontravarianten 
Komponenten g** des Schweretensors gilt dann: 


(42) | i= ee (df + P2%,2,), 
Jio= 9, Jo=@* (t,k=1,2,3), 
g? = — (af — . z, 2) , 
(43) 
gir 0, 9% =, (i, k=1,2,8), 
wobei 
(44) h°=1-+ pr’. 
Fiir die Determinante ,,— g‘‘ des Schweretensors gilt: 
(45 g=h*g*=(1+ pr*)q" 
es ist dann: 
(46) 4=Vg=hg. 
Die Christoffelschen Dreizeigerausdriicke erster Art 
7 i = (“ti “Gee “tar) 
\##) si 2 ta, * dz, dz, 


nehmen folgende Werte an, wobei der Akzent die Ableitung nach r be- 
deutet : 


ik lp 
LP pg »— POF @,; 
(so) v|= qq’ f00| qq’ 
| |;=——-2,, 
(48) q Lol r Led r 8 
fék} [#0] Or foo) 
Lo! = 0, YP ay | =0, lo | =9% 
(s,&,s=1, 2, 3) 








Die Christoffelschen Dreizeiger-Ausdriicke zweiter Art 
tk g? [a k) 
(49 { a } ~ : g**| eJ 


werden hier: 


{ 2rh 
(50) {of={o}= Le, tan. 
( | 
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Fiir die kovarianten Komponenten R;, des Riemannschen Kriimmungs- 
tensors 2. Ranges 


2) | nth?) HALA, 


| Oz, Oz, x t t & 
R,, = R,; 
erhalt man: 
R _ 3% (1 1, 2h’ Po. h’ h’g’ q’ q” 
aT re 6S rh rhe hq ' rh?g 5 
1 re. q’ 
T b; 7 aT ate ). 
(51) i (- r*h* rh® rh*q 


*.? 
F: _ 997 , 949" agh 
Rig= Ro; =0, Rog= 2+ a? , h® 





(i, k= 1, 2, 3). 


Fiir die kovarianten Komponenten ¢, des elektromagnetischen Vierer- 
potentials gilt im statisch-kugelsymmetrischen Falle: 


(52) p,=0 fir i=1,2,3; m=, 


wo @ allein von r abhangt. 
Die kontravarianten Komponenten 


(22a) y'=g** ¢, 
dieses Potentials werden: 
(58) gi'=0 fiir i—1, 2,3; p= 5. 
Der zugehérige Skalar ist: 
2 
(54) (9,9) = oe 
Fiir die Divergenz 
(29) @ — 1 2s 94) 
v9 . 
folgt : 
(55) b=. 
Fiir den symmetrischen Ableitungsausdruck 
Pe og; ae ots) ~ ri 
0) ram HC +28) (Yo 
ergibt sich: 
_ __ fik ih _ ldy _ fi0 
Y= {oye Pio = Por = Faz, {oh 
00 . 
Po=-—{o he - (¢, = 1, 2, 3); 
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oder ganz ausgerechnet: 


i. ‘ — aes 
(56) Py = 0, ¥, Y, q ) ? 
P,.= 0 (¢,&=1, 2,8). 
Die kovarianten Komponenten Q;, des symmetrischen Weylschen 
Kriimmungstensors 2. Ranges 


1 if l s 
(27) Q,= 8, — %,- 9 9ix P+ FH: Pe — FIin( PrP’) 
werden hier: 
1 s 
Q,, = 2, - 5 Iin\ PP ), Qio= Qi = — Pio» 
-_= i - 
Qoo= Root 5? — 5?" Roo (s, B=1, 2,8), 


so daB die Ausrechnung ergibt: 

Q,, = R,, + (a4 px,x,)-< 
z, (q 

Qo=- -(t-g z), 


Qao= Roo (s,£=1, 2, 3). 


(57) 


Von der réumlichen Kugelsymmetrie werde jetzt ein noch weiter 
gehender Gebrauch gemacht, indem die in Betracht kommenden Tensor- 
komponenten fiir den Punkt 

P= (%, =f, % = 2 = 0) 


gebildet werden sollen; falls die Ausdriicke, die nun Funktionen von r 
allein werden, sich hierdurch vereinfachen, sollen sie durch eckige Klammern 
gekennzeichnet werden. 


Die g,, werden: 
(58 ) Go=9"s \9ul=—**, [92] = [Ge] = —1, 
He Ji = UV, 19; | = 0 (i+ k; i,k - 1, 2,3). 


Die g** gehen iiber in: 


00 __ I [il “a 1 {22 ] 33 wl 
an Pe l= Os 
| g#*=0, [gt] =0 (i+ k; i,k =1,2,8). 
Das Linienelement geniigt also hier der Gleichung 
(60) [de*] = g*da? — h* dx? — dz} — dz}. 


19* 
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Die R,;, verwandeln sich in: 





999 , 99" aq'h’ 
Ro = 255 + » dale 
h’ ae q” 
ae Oar he ee — © 
(61) (Ry)= 255 hq oq” 
1 1 Ah’ q’ 
[ R,. (Ry) = 5 — eae t rh® rh*q’ 
Ri, =R,,=0, [R,,] =0 (i+k; i,k —1,2,3). 


Die Q,, gehen iiber in: 
h?2o? 
Qoo = Ry, (Q,,] = [R,,] + rue 


[Que] = = | Qss | as [R, 2] — i , 





(62) [Q10] = [Qn] = 4 v ?-— . 
[Qeo] [4] <0, [ Qso] = [Qos] = 9, 
[Q;,)=0 (i+ k; ¢,&4 =1,2,3). 


Jetzt findet man leicht den Wert des Riemannschen Kriimmungsskalars R, 
namlich gemaB (3) 

R=g"R,,=(9*)(R;,), 
oder ausgerechnet: 


F h’ 2 2 
¢ - J et. wad atten ww cap ofl ails 
(63) R= 4oite h*q h*¢q i r? r*h*° 





Fiir den Weylschen Kriimmungsskalar F —Q, fiir den die friihere 
Gleichung gilt: 


(30) Q=R-39— 3(9,9'), 
erhalt man: 
(64) Q=_ R->%. 


Fiir die kovarianten Komponenten f;, des elektromagnetischen Feldes 


e i é 
(19) fu=ju— Fe hes = —laa> 
folgt hier: 
(65) [ fo=o'S, fo=—fox — (fiir B= 1, 2,3), 


| alle anderen /,, gleich 0. 
Die kontravarianten —" 


(6) p= gg" f,, 
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werden : 
Ok y" & .k0 Ok . 
ee ef —_— (fiir k = 1,2,3), 
alle anderen f** gleich 0). 
An der Stelle P, gilt: 
(67) [fo] =?’ =—[fhel; alle anderen [f;,] gleich 0; 
(68) (fr j=—- i = —[f""]; alle anderen [/**] gleich 0. 


Die kovarianten Komponenten S;, des Maxwell-Lorentzschen Energietensors 


© oF 1 af . . 
(od) S;, _ 4 9; fap f - fia fepg”” 


haben fiir P, die Werte: 


’ y* ee le 
Soap: [Sul=— gp 
¢ ra 
(69) [Su]=(S] = ghz» Soo (ftir i= 1,2,8), 
alle anderen [S,,} gleich 0. 


Damit stehen nun die notwendigen geometrischen Formeln des statischen 
kugelsymmetrischen Feldes bereit. 


§ 7. 
Das materielle Elementarteilchen nach der verallgemeinerten 
Einsteinschen Feldgleichung. 


Es soll jetzt die mit Hilfe der Weylschen Geometrie verallgemeinerte 
skalarfreie Feldgleichung Einsteins 


. l 8 
(36) Qn — + 9 =x Se 
auf das materielle Elementarteilchen angewandt und ihre Integration fiir 
das bei diesem in Betracht kommende statische kugelsymmetrische Feld 
in Angriff genommen werden. Dabei geniigt es, die Gleichungen fiir den 
Punkt P, anzusetzen. Nach (58), (62) und (69) bleiben dann allein die 
folgenden vier Gleichungen iibrig: 
l Q Soo 
Qoo — 77 2= a Q’ 


l 2 81, | 
(Q,,] +zh?Q= ne , 


1 [So] 


[Q.e] + 7@ al. Q ’ 
[Qy0] =. 


(70) 
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Dabei ist die [Q,,] betreffende Gleichung sogleich weggelassen worden, 
da sie mit der auf [Q,,| beziiglichen, von der Bezeichnungsweise abgesehen, 
identisch ist. Wegen der Skalarfreiheit von (36) sind die drei ersten 
Gleichungen (allein diese!) von (70) nur gleichwertig mit zwei unab- 
hangigen Gleichungen. Daher geniigt das System (70) gerade zur Be- 
stimmung der drei unbekannten Funktionen h, g, g von r; durch h ist 
dann gemaB (44) auch p bestimmt. Dagegen ist es im statischen kugel- 
symmetrischen Falle nicht méglich, die Eichung noch besonders durch die 
Bedingung Q = konst. festzulegen, da die Aufgabe sonst iiberbestimmt 
wire (vgl. §3 am Ende). 

Gema8 (62) und (64) fiihre man jetzt die Riemannschen Kriimmungs- 
gréBen in (70) ein; so folgt: 








1 3 @ xS 
R _ . R- — 9° 2? 
00 q7@ ( 2q _ 8 g 
2 q* 
, h® ee? 1 ., 3 ¢*\ x [S,,] 
[B.) 4 2q° ph \R- 3 q/ p_ 8 9’ 
(71) ~ 2 g 
” 1 / 3 p*\ _ _* [Sy] 
(Balt fatz(R- Fs) —— pL, 
2 q* 
= ¢’ 
[Qnl=—e— 5 =0. 





Wichtig ist das Auftreten der vierten Gleichung in (71). Im Fealle 


der Benutzung der urspriinglichen skalarfreien Feldgleichung (16) geht 
sie, da nach (61) 


R= 0 


ist, in die Identitat 
00 


iiber, und daher wird dann dort, da fiir drei Unbekannte nur zwei un- 
abhangige Gleichungen vorliegen, die Aufgabe des Elektrons oder Atom- 
kerns unbestimmt, wie schon oben (§ 1 und 2) angegeben. 


Aus dieser vierten Gleichung von (71) erhalt man durch Integration 
wo # eine Integrationskonstante ist. Daher kann man nun aus den drei 


ersten Gleichungen von (71) die Funktion ¢ beseitigen und bekommt in 
Riicksicht auf (69): 
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1 8 43 2 q’?q" 
Ry, — +-¢*R+ lige BAN" p-nneteae 
00 a7 I gb q B »* (B= p*¢") 
2 / 
1 1 2822 ¢ P 2 q" 
(73) [Bult GT MR+ Gh hg ——2xf -—y-—, 
R—,B a 








Um eine leicht integrierbare Gleichung zu erhalten, multipliziere man jetzt 


die zweite dieser Gleichungen mit q und addiere dann die erste hinzu; 
so ergibt sich: 


nes . i 48 
(74) Roo + 45°[Rul+ 7h gt =0. 
GemaB (61) geht diese Gleichung iiber in: 
917 , oh’g® , 1 pt ig 
ae et Th =O, 


oder nach Division mit g, das seiner Bedeutung nach nicht Null sein 
kann, in: 
hq’ +hig+ Bh’ q*r = 0. 
Fiihrt man hierin gemaB 
(46) hq=A4 


die Funktion 4 ein, so folgt: 
A’ + ; p°A*r =. 
Durch Integration erhaélt man nun: 


(75) pase | ee 


— 
/ 1 
\ zen t+y 


? 


wobei y eine Integrationskonstante ist; dabei ist die Quadratwurzel nach 
der friiheren Definition 4—¥Vg mit dem positiven Zeichen zu nehmen. 


Wegen der hyperbolischen Beschaffienheit der Raum - Zeit - Mannig- 
faltigkeit muB8 A°—g iiberall positiv sein. Da nun aus (75) fiir r= 0 
folgt : 


A* = — 


so muB y positiv sein; dann ist 4 an allen Orten positiv. 


Zu beachten ist ferner, daB 4° = g wegen der allgemeinen Beschaffen- 
heit der Raum - Zeit - Mannigfaltigkeit auch nirgends Null werden darf. 
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In dem Sonderfalle des von Einstein und Schwarzschild behandelten ge- 
wohnlichen Massenpunktes, wo A*=c* konstant ist, tritt dies auch 
nicht ein. Wohl aber wird gemaS (75) fiir r—co hier 4*=0. Daraus 
148t sich schlieBen, da8 r nicht unbegrenzt wachsen, sondern einen Héchst- 
wert r,, den Aquatorradius, nicht iiberschreiten darf. Der dreidimensionale 
Raum des Elektrons oder Atomkerns ist also als geschlossen anzunehmen, 
ahnlich wie der Raum der von Schwarzschild behandelten Filiissigkeits- 
kugel. 

Nunmehr soll die dritte Gleichung von (73) behandelt werden. 
Wegen (61) und (63) nimmt sie diese entwickelte Gestalt an: 

1 re me oe ) 

(a8 arth? @h8q 28g! 8% 

















(76) , ’ 
io” _oha’_ 4h gh? 2 8 pays ‘) 20 
(42 +2t “hq 4 oA r? gh hg 2x q 
Setzt man jetzt nach (46) 
b=, 
so folgt 
1 q* , gq” 4 q'\ aq’ , B 
a Qr*4* | 24? (7 4 at 8 a") 
(77) (42 499” _9.(4’_ 9) (a, 2\)_5 4° 2 _ 3855 ) 
+2 q \7 q/ (t T =) ror 7? 5B A 
=2xp*q"? 


Hierin hat man 4” und 5 gemaéB (75) als bekannte Funktionen 


von r anzusehen: 
2 1 





4 = i : 
qe rtty 
(/a) Su 
} A’ ra 
A = — tae ” « 
q Brt+y 


Dann stellt (77) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir q 
dar. Sie ist nicht linear und iiberhaupt von ziemlich verwickeltem Bau. 
Fiir ihre Integration kime daher wohl nur die Methode der Reihenent- 
wicklung in Betracht; doch soll hier auf die Durchfiihrung einer solchen 
Rechnung verzichtet werden. 

Hat man nun g, die verinderliche Lichtgeschwindigkeit, aus (77) als 
Funktion von r ermittelt, in der noch zwei neue Integrationskonstanten 
auftreten, so folgt nach (46) und (75): 
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(78) h*? = — —_, 
een) 


sodann nach (44) und (78): 


(79) jo 4 


q*r? (Ate + r) 
wozu noch das elektrische Potential tritt: 
(72) y =’. 


Damit wire das Schwerefeld sowie das elektrische Feld des ruhen- 
den zentrisch symmetrischen Elementarteilchens der Materic bekannt. 
Da in den zugehérigen Formeln im ganzen vier Integrationskonstanten 
auftreten, so sind auBer dem negativen Elektron und dem positiven 
Wasserstofikern (oder falls auch dieser zusammengesetzt sein sollte, dem 
positiven Elementarkern) noch unendlich viele andere materielle Elementar- 
teilchen méglich. Die erforderliche Einschrinkung der Méglichkeiten 
diirfte wohl nur durch ein neues Prinzip, vielleicht die Quantentheorie, 
erreicht werden. Da die Integrationskonstante # in den die Gravitations- 
potentiale p und g bestimmenden Gleichungen (77), (77a) und (79) 
stets im Quadrat auftritt, waihrend das elektrische Potential m nach (72) 
zu § selbst proportional ist, so erkennt man, daB zu jedem durch p,q, 
definierten etwa positiv elektrischen Massenteilchen ein entsprechendes 
durch p, g, — @ definiertes negativ elektrisches Massenteilchen méglich ist, 
falls nicht weitere Bedingungen hinzutreten. 

Jetzt mége die elektrische Ladungsdichte 9 des Massenteilchens be- 
rechnet werden. Nach der ersten Maxwellschen Gleichung 

: 


(11) af 
Oz, 





und der in (10) gegebenen Erklarung von o folgt: 


(80) ga — tee 





Bezieht man jetzt die Rechnung auf P, und beachtet (68) und (46), 
so erhalt man: 


(81) 
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und nach (72), (46) und (75) folgt endlich: 


i d se Se 
(83) e=—2pV ie rt+y fe (a0'| er +7). 
Damit ist 9 als Funktion der Lichtgeschwindigkeit g, die durch (77) 
festgelegt ist, dargestellt. 
SchlieBlich mége noch bemerkt werden, daB die von Schwarzschild‘) 
fiir den gewdhnlichen Massenpunkt gegebene Lésung 


2 ° 
(83) q? c* — — Bo -., op =! 


 ? 
wo ¢ die konstante Vakuum-Lichtgeschwindigkeit und a eine Integrations- 
konstante ist, in der oben aufgestellten allgemeinen Lésung als Sonder- 
fall enthalten ist. Sie entspricht folgenden Werten der Integrationskon- 
stanten : 

l 
(84) P=0, ua: 


Der Massenpunkt ist dann ungeladen: 


(85) g=0, e=90, 
und die (77) und (77a) entsprechende Feldgleichung fiir g lautet 
(86) qq” tL q’* = i + S 0 


und ist in der angegebener Weise geschlossen integrierbar. 


Il. Hauptteil. 


Die Materie nach dem Hamiltonschen Prinzip unter 
Benutzung der Weylschen Geometrie. 


§ 8. 
Das Prinzip der kieinsten Wirkung und Weyls Geometric. 


Wahrend die im ersten Hauptteil entwickelte Theorie der Materie 
auf einem weitgehend induktiven Gedankengange beruhte, indem die 
Einsteinschen skalarfreien Feldgleichungen den Begriffen und Forderungen 
der Weylschen Geometrie angepaBt wurden, soll jetzt der wesentlich de- 
duktive Weg der eigentlichen Weylschen Physik beschritten werden. In 
dieser bildet die Annahme die Grundlage, daf sich simtliche physikalische 
Grundgesetze aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung und zwar genauer 


™) K. Schwarzschild, Uber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach der 
Einsteinschen Theorie. Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Akad. d. Wissensch. 1916, S. 189 bis 
196. Vgl. auch H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“, 3. Aufl., § 30. 
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aus der von Hamilton herriihrenden Form desselben ableiten lassen. Auf 
diese Anschauung, die auf H. v. Helmholtz und J. J. Thomson zuriickgeht, 
hatten bereits M. Planck seine allgemeine Dynamik und, wie schon er- 
wahnt, Mie, sowie im Anschlu8 an ihn Hilbert, ihre Theorie der Materie 
begriindet. Dagegen hat sich Einstein weder bei der Auffindung seiner 
Feldgleichungen der Gravitation im Jahre 1915 noch bei der Aufstellung 
der verinderten Gleichungen des Jahres 1919 von diesem Prinzip leiten 
lassen, wenn er sich auch im Jahre 1916 ausfiihrlich mit dem Verhiltnis 
desselben zu seinen Feldgleichungen auseinandergesetzt hat. Auch sei 
darauf hingewiesen, daB die von G. Nordstrém 1913 geschaffene Theorie 
der Gravitation dem Wirkungsprinzip nicht gehorcht**). Eine unbedingte 
Notwendigkeit, dasselbe zugrunde zu legen, besteht also nicht. 


Macht man nun von dem Hamiltonschen Prinzip Gebrauch, so mu8 
in der Weylschen Physik das Wirkungsintegral allein mittels der Zustands- 
funktionen g,, und @, derart gebildet sein, daB es eine absolute Invariante 
gegeniiber einer beliebigen Anderung der Koordinaten und der Eichung 
ist. Jedoch geniigt auch diese Forderung noch nicht zur Ermittelung der 
Naturgesetze; vielmehr mu8 man, um die Zahl der Méglichkeiten ein- 
zuschrinken, noch die Voraussetzung eines einfachen mathematischen 
Baues der Wirkungsfunktion hinzufiigen™). Von groBer Bedeutung ist es 
nun, daB Weitzenbéck*’) fiir die Weylsche Physik die Wirkungsfunktionen 
von einer gewissen einfachen rationalen Bauart vollzihlig ermittelt hat. 
Sehr wesentlich ist es ferner, daB man allein unter der Voraussetzung, daf 
die Wirkungsfunktion auBer den g;,, selbst ihre Ableitungen nur in der 
1. und 2. Ordnung und auBer den ¢; selbst nur ihre Ableitungen 1. Ordnung 
enthalt, aus der Koordinateninvarianz des Wirkungsintegrals das Bestehen 
der vier Erhaltungssaitze von Energie und Impuls und aus der Eichinvarianz 
den Erhaltungssatz der Elektrizitét folgern kann — und dies alles also, 
ohne eine bestimmte Wirkungsfunktion anzunehmen. Da8 iiberhaupt fiinf 
Identitaéten zwischen den gewonnenen Feldgleichungen auftreten miissen, 
ist dabei natiirlich einfach die Folge des Umstandes, da® infolge der ver- 
langten Invarianzeigenschaften stets fiinf der gesuchten Funktionen g,,, 9; 
willkiirlich bleiben miissen, entsprechend dem von fiinf willkiirlichen Funk- 
tionen abhingenden Ubergang zu einem neuen Bezugssystem (d. i. Ver- 
einigung von Koordinatensystem und Eichung). Bemerkenswert ist aber 
die physikalisch bedeutungsvolle Form jener Identitaten; sie bildet fiir die 
Anwendung des Wirkungsprinzips eine starke Stiitze. 


%) Vgl. G. Mie, Festschrift fiir Elster und Geitel, S. 254 u. 255. 
%*) H. Weyl, Phys. Zschr. 21 (1920), S. 650. 
2") R. Weitzenbick a. a. O. 
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Jetzt sollen die wichtigsten allgemeinen Gleichungen der Weylschen 
Physik, soweit sie fiir die nechfolgende Anwendung auf die Theorie der 
Materie wesentlich sind, angegeben werden. 


Das Hamiltonsche Prinzip besagt, daB die Gleichung 
(87) dfBWdxe=0, dzx=dz,dz,dz,dzz,, 


fiir alle Variationen 4g,,, dg, gilt, die an der Grenze des Integrations- 
gebietes verschwinden. Dabei ist Y% eine eichinvariante skalare Dichte 
(oder ein V-Skalar), die Wirkungsdichte. 

Fiihrt man die Variation in (87) aus und beseitigt dann durch partielle 
Integration und Beriicksichtigung der Grenzbedingungen die Variationen 
der Ableitungen der g;, und ~;, geht also zu den sogenannten Lagrangeschen 
Ableitungen iiber, so erhalt man: 


( 83 ) f(G 80, + wi de,) da = 0, m** = ** 
Hieraus ergeben sich die zehn Gleichungen des Schwerefeldes 
(89) w* —0 
und die vier Gleichungen des elektromagnetischen Feldes 
(90) wi=0. 
Wie schon friiher ausgefiihrt, lassen sich die Maxwell-Lorentzschen 
Gleichungen vom Standpunkte der Weylschen Relativitatstheorie aus rein 
geometrisch auffassen, und auch die Wirkungsdichte [ der Maxwellschen 


Theorie hat daher eine einfache geometrische Bedeutung, namlich die der 
skalaren Dichte der Streckenkriimmung: 


(91) tate 9. 


4 
Aus ibr folgt: 
: c S att af*? ik ki 
(92) 6 j Idx {(}e 69, + 5. by,)dz, 6" = 6". 
k 
Dabei ist im Einklange mit (5): 
(98) Sf = oft — fief *. 


Diese Wirkungsdichte { mu8 nun in ¥ als Bestandteil enthalten sein, so 
daB man schreiben darf: 


(94) W=— B+. 


Es sei ferner entsprechend zu (88): 


9%)  df[Bde=f[(FB*s9,+3'dq;)dz, B= Br, 
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Dann folgen fiir die durch (94) erklarte Wirkungsdichte % an Stelle von 
(89) und (90) die 14 Feldgleichungen: 


(96 ) D ad aoe tt o* 
_ 
(97) 3 = 3° 


Wegen der oben erwahnten zwischen den Feldgleichungen bestehenden fiinf 
Identitaéten sind nur neun von den 14 Gleichungen (96) und (97) unab- 
hangig. Wahlt man also etwa neun von den Gravitationsgleichungen (96) 
aus, so bilden dieselben das vollkommene Gegenstiick zu den im ersten 
Hauptabschnitt gewonnenen verallgemeinerten skalarfreien Feldgleichungen: 


. 1 
(36) QQ;, ea 79.2 = x8;,. 


Die elektromagnetischen Gleichungen (97), die den Viererstrom bestimmen, 
failen mit (11) zusammen und bilden das erste Gleichungssystem Maxwells. 
Das zweite System Maxwells, das durch (8) gegeben wird, stellt bei Be- 
nutzung des Viererpotentials g, als GrundgréBe eine bloBe Identitat dar 
und darf daher hier weggelassen werden, wie schon am Ende von § 2 
bemerkt wurde. 


§ 9. 
Abschlu8 der Erérterung der Weylschen Kriimmungsgré8en und 
die Auswahl der Wirkungsfunktionen. 


Bevor zu der Aufstellung bestimmter Wirkungsfunktionen iibergegangen 
wird, miissen die in § 4 gegebenen Ausfiihrungen iiber die Kriimmungs- 
gréBen der Weylschen Geometrie noch etwas erweitert werden. 

Der allgemeinste Kriimmungstensor 4. Ranges ist die schon oben er- 
wahnte Vektorkriimmung F;;,,, die durch folgende Gleichung erklart wird: 
rs, ars, 
Ox ai 02m 





{ 98) Fim = + Mela — TinT rn 


Ein Gegenstiick ist der schon oft benutzte schiefsymmetrische Tensor 

2. Ranges f,,, die Streckenkriimmung, die allein aus den ¢, gebildet ist: 
OM OMe 

Die Streckenkriimmung ist in der Vektorkriimmung als Bestandteil ent- 

halten; bei der entsprechenden Zerlegung spaltet sich auBerdem die bereits 

in § 5 erwahnte Richtungskrimmung *Fj;,, ab gema6 der Gleichung: 


Fi 1 
(99) Fim = "Flin — 3 othim- 
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Von der Richtungskriimmung 1a8t sich wieder eine besondere Kriimmung 
4. Ranges Q,,,,, abtrennen, die dieselben Symmetrie-Eigenschaften wie der 


Riemannsche Kriimmungstensor R,,,,, hat**): 


’ 1 
(100) “Fain = Qin — FT (Girhem + Gum fir — Fimber — Iurfim) 


Im Anschlu8 an (23) und (24) erklart man dann weiter die folgenden 
Kriimmungstensoren 2. Ranges und linearen Kriimmungsskalare: 


(101) P= Priors "Fie = "Fiat, Qe = Qiak, 

(102) F=g*F,,, “F=g**F,, Q=9Q,. 

Dabei zeigt sich, daB Q;, und Q mit den in (25) und (26) eingefiihrten 

GréBen identisch sind. In Erweiterung von (31) und (26) gilt ferner: 
A» , 

(103) Fy = "Fu — 5h =U — fw 

(104) F=*F=Q. 


Der Tensor Q,, ist symmetrisch, wahrend F,, und *F,, diese Eigenschaft 
im Einklang mit (103) nicht haben. 

Endlich seien noch die folgenden Beziehungen zwischen den quadra- 
tischen Kriimmungsskalaren angegeben**): 


tkim * *pikim . ¢ tk 
{ Fixim F _ Pitim FP + fef 


(105) ikim 3 ‘ 
| = Qin Q +shef": 

F., F** —*P., *F* 4 Se ik 

(106) iF Fy F 2 fal 


=Q2 "+ far”. 
Nach diesen Vorbereitungen soll nun zur Auswahl der Wirkungs- 
funktionen geschritten werden. 


Wie Weitzenbéck®) bewiesen hat, mu8 die Wirkungsdichte %, falls 
sie eine Funktion der 





(107 Ogee 2” gun ag, 
(107) Gix> 7 Oa, 02," p Oa, 


sein soll, bei Benutzung der Weylschen Metrik eine Invariante der drei 
Tensoren 


(108) Gin» fix *F 


ikim 





**) W. Pauli, a.a.0.; R. Bach, a.a.O. Dort sehe man auch die hier nicht er- 
forderlichen entwickelten Ausdriicke fiir "Finn und Qikim- 

*) W. Pauli, a. a. O. 

*) R. Weitzenbick, a. a. O. 
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sein. DaB hier die Richtungskrimmung *F,,,, auftritt und nicht die 
allgemeinere Vektorkriimmung F;,,,,, erklart sich unmittelbar aus (99). 
Macht man weiter die Annahme, daB %&, falls man von einer als Faktor 
auftretenden Potenz g™ von auch nicht positivem und nicht ganzzahligem 
Exponenten absieht, eine ganze und rationale Funktion der Tensorkompo- 
nenten (108) sei, so laBt sich die Anzahl der méglichen Fille sehr ein- 
schranken. Mit Hilfe der symbolischen Methode, wie sie zumal bei der 
Behandlung der Linienkomplexe iiblich ist, gelang es Weitzenbéck, alle 
méglichen Invarianten der angegebenen Art zu ermitteln und auch fest- 
zustellen, welche unter ihnen unabhingig sind. Es bleiben so schlieBlich 
allein sechs Wirkungsdichten %& iibrig, die saimtlich das Koordinatenge- 
wicht 1 (als V-Skalare) und das Eichgewicht 0 haben. Von ihnen haben 
aber nur drei die Form: 


(109) W= Wy, 
wo W von einer Potenz von g frei ist und die zugehérige skalare Wir- 


kungsfunktion vom Koordinatengewicht 0 und vom Eichgewicht ,,— 2* 
darstellt. Die betreffenden drei Wirkungsfunktionen W sind: 


(110). ¢faf*=1;  F*; fp *Fam FO = *L. 


In diesem System kann man gemaS (105) die Invariante “Z durch 
Qitim Q**'™ ersetzen. Die Wirkungsfunktion Q,, Q“ tritt hier nicht be- 
sonders auf, da sie von den iibrigen Invarianten linear abhingt. Dieser 
Umstand ist im Einklang mit folgender von R. Bach**) abgeleiteten 
Identitat : 


(111) 4f (Gam Q™™ — 402 Q +0" + § fr f") dx =0. 


Man kann nun, was fiir die Rechnung vorzuziehen ist, statt (110) das 
System folgender Wirkungsfunktionen W nehmen: 


(112) ifef*=1 @; QQ. 


Von den drei andern von Weitzenbéck ermittelten Wirkungsfunktionen 
haben zwei, die schiefsymmetrisch sind, das Koordinatengewicht 1 und das 
Eichgewicht 0 und die letzte die beiden Gewichte gleich 2; sie kommen 
hier nicht in Betracht. Insbesondere sind die beiden ersterwahnten schief- 
symmetrischen Funktionen schon aus dem Grunde véllig unbrauchbar, 
weil die Variation der ihnen entsprechenden Wirkungsintegrale identisch 
verschwindet, wie R. Bach*®*) gezeigt hat. 


31) R. Bach, a. a. O., GI. (66). 
3?) R. Bach, a. a. O., 8. 124 u. 125. 








300 F. Jiittner. 


Daher ist unter den gemachten einschrinkenden Annahmen in die 
Wirkungsdichte 


(94) BW=—S8+I 
der Ausdruck 
(113) B= (« QQ" +2Q°)V9 
einzufiihren. 
§ 10. 


Das materielle Elementarteilchen nach Hamiltons Prinzip unter 
Benutzung von Weyls Geometrie, sowie abschlieBende Bemerkungen. 


Unter Benutzung allein der Wirkungsfunktion Q* neben J sind die 
Differentialgleichungen des materiellen Elementarteilchens bereits von 
Weyl**) und Pauli™) aufgestellt worden. Zwischen den bei ihnen auf- 
tretenden Feldgleichungen der Schwere und den im ersten Hauptteil an- 
gewandten Feldgleichungen (36) besteht insofern einige Ahnlichkeit, als 
in den ersteren ebenfalls der Ausdruck 


1 
2 (Qn — [Ix Q) 
als additiver Bestandteil auftritt**). 
Hier soll jetzt, um die Folgerungen aus der Weylschen Physik voll- 


staindig iiberblicken zu kénnen, die allgemeinste durch (94) und (113) be- 
stimmte Wirkungsdichte benutzt werden**), namlich 


‘ = «Qi Q* Vg+ BQ Vg+IVg 
=«8, +68, +1. 


Geht man nun, um das Materieteilchen zu berechnen, zum statischen 
kugelsymmetrischen Fall iiber, so wird die Wirkungsdichte % eine Funktion 
von r allein. Daher driicke man in der Variationsgleichung 


(87) dff[[Wdx, dx, dz, dz, =0 


das dreidimensionale Raumelement statt durch Kartesische Koordinaten 


*) H. Weyl, Ann. d. Phys. (4) 59 (1919) a. a. O., und: ,Raum, Zeit, Materie“, 
4. Aufi., 1921. 

*) W. Pauli, a. a. O. 

*) W. Pauli, a. a. O., Gl. (49). 

%*) Fiir einen stark ausgearteten Sonderfall von (114) hat R. Bach, a. a. O. 
S. 130ff. und 8. 134, Abschn. 5, das Elektron berechnet; die lutegrationen waren 
dabei simtlich durchfiihrbar, und zwar mittels élliptischer Funktionen. 


(114) 
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durch Polarkoordinaten aus, namlich mittels des raumlichen Winkels Q 
und r: 

(115) dz, dz,dz,=r*dQdr. 

Integriert man sodann nach der Zeit x, iiber eine feste Dauer und nach 
dem Raum iiber eine von zwei festen Kugelflachen begrenzte Schale, so 
bekommt man statt (87) folgende nur ein einfaches Integral enthaltende 
Variationsgleichung: 

(116) d6fBredr—o0. 

Bezeichnet man die auf Polarkoordinaten transformierten Wirkungsdichten 
in dieser Weise: 


(117) u, = r*8,, u, = r*&,, u=r*l, 
so folgt aus (116) wegen (114) und (117): 
(118) «-dfU,dr+p-dfU,dr+dfudr=o. 


Variiert man hier die drei Funktionen g, A und g, von denen die g,, 
und g; gemaB §6 abhangen, so erhalt man die drei (96) und (97) ent- 
sprechenden Feldgleichungen der Schwere und der Elektrizitét. Dieselben 
lassen sich formal sofort hinschreiben, wenn man die Lagrangesche Ab- 
leitung z. B. von U, nach g kurz so bezeichnet: 
eu, d ou, a* eu, — 
i ae (34) + ae (5a8) = L,(U,). 
Die gewiinschten aus (118) folgenden Feldgleichungen sind dann: 
a-L,(U,)+ 6-L,(U,) + L,(u) = 0, 
(119) «-D,(u,) + 6-L,(U,) + £,(u) = 90, 
a-D,(U,) + 8-L, (U,) + D,(u) =0. 
Bei der weiteren Rechnung setze man die auftretenden Tensorkomponenten 
stets fiir den Punkt P, =(2,—r, z,=2,=0) an. Aus (117) und (91) 
folgt dann wegen (67), (68) und (45) fiir die transformierte Maxwellsche 
Wirkungsdichte : 
20) si as et 
(120) u tha’ 


also sind ihre Lagrangeschen Ableitungen: 


— 
Lg (ut) = — 35 (Zar) 
(121) L,(u) ==, 
é 
L,(u) = 2. 


Mathematische Annalen. 87. 20 
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Fiir die transformierte Wirkungsdichte Ul, ergibt sich aus (117) und 
(114) in Riicksicht auf (59), (62) und (45). 
e\2 


u, = 25 ((R.) +452) + 2hgr*-([Ry) + £5) 


hr*® no 2r* /q’ 9’\* 
+43 Re —4-(fe—§). 


(122) 


wobei [R,,], [R,,] und R,, durch (61) gegeben sind; ihre Lagrangeschen 
Ableitungen haben daher folgende Gestalt: 


L, (U,) = $ — 3,(5) 





ag dr \ae’/’ 
_ ou, d (eu, 
(123) L, (u,) = ah dr (FB). 
au, d /au,\ , 4° /en, 
L, (u,) = dq ar (F) v dr (se) ; 


Endlich liefert (117) und (114) fiir die transformierte Wirkungs- 
dichte Ul, wegen (64) und (45) folgenden Ausdruck: 





3 @*\* 
(124) U, =hgr*(R— 5 “). 


wo R durch (63) bestimmt ist; die zugehérigen Lagrangeschen Ableitungen 


nehmen also die Form an: 


a 
L, (u,) = AF | 
eu, d (au, 
(125) L,(U,) = Ff — a5 (Ga) 
au, d /au, d* /ou, 
L, (U,) = 39 — ae Ge) + 5 (Gy) 


Jetzt muB man dazu iibergehen, die neun Lagrangeschen Ableitungen 
von u, U, und U, wirklich auszurechnen. 


Sehr leicht ergeben sich aus (120) und (121) die Ableitungen von u: 
oy OD i Sa 0 Be ~ Ot 
L,(u)= 3, (G2 ha? TE? h*g 4 ha? ? ; 
. gy ’ 
(126) ) L,(u) = ay,°?"*: 
L,(u) = 5-3-9" 
(i) that? ° 
Schwieriger lassen sich die Ableitungen von U,: 
(124a) u, = hqr*Q* 
ermitteln. Man findet zuerst gema8 (125): 
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L, (U,)= — 6999, 
aa L,(U,) = gr*Q* + 2hgr* QS — F (2hgr*Q28), 
L,(U,) = hr? Q* + saget@'d A lanes 953) 
+ ga(2hgr? O58). 





Die weitere Ausrechnung la6t sich nun aus einem besonderen Grunde sehr 
vereinfachen. Aus der allgemeinen (97) entsprechenden elektromagnetischen 
Feldgleichung folgt namlich bei Benutzung der Wirkungsfunktionen Q* 
und Q,,Q* neben 1, wie sie in (112) auftreten, daB im statischen Felde, 
das ja schon von selbst geeicht ist*’), Q auch rdwmlich, nicht nur zeit- 
lich, konstant sein nmuB, daB die Eichung also dort die sogenannte natiir- 
liche ist**). Demgemaé6 gilt bei Kugelsymmetrie: 


(128) Se -0, Q=31, 
wo A eine Konstante ist. Beriicksichtigt man diesen Umstand, so erhalt 


man einfacher: 


1 _hr® 
7 L,(u,) = —6-—-9, 


1 


dy | Eis) aber fone, 
+L, (Uy) = ahr + 2hqr* 72 - # (2ngr?Z@) 4 2 (2hgr* 29). 


Man rechne nun nach (63) und (64) aus und beachte, daB 





*(2hgr? 2@) —2hgr* 58 


aq” 


ist, so daB in L,(U,) die letzten beiden Glieder wegfallen; so ergibt sich 
schlieBlich: 














1 5s s 
1 re v9* Agr 
‘ - j= SD Af ind 
(130) 4 7 -2e(U,) =agr*—4 5 +4 PU 
1b . r? rq h’e’r* , ,hr* 
—_ =Ahr*? — Cr ..9th a4 + 6-, ¢*. 
F D,(u,) Ahr 4 he he ig is y 


87) Vgl. H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“; 3. Aufl, S. 245. 
**) W. Pauli, a.a.0., Gl. (31); H. Weyl, Berl. Ber., a.a.0., 8. 477, u. Ann. d. 
Phys., a.a.0., 8. 124. 
20* 
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Hierzu tritt gemaB (128) die Gleichung Q@ =A, d. i: 





» i ie —-_ hg’ _ gh 

(131) h°q so rh’q h*q rh® 
“4 2 2 3 

oe dae es 


Mit ihrer Hilfe kann man noch die zweite Ableitung g” aus L,(U,) und 
L,(U,) beseitigen®). 

Am umstandlichsten ist die Berechnung der Lagrangeschen Ableitungen 
von Ul,. Man stelle zuerst das durch (122) bestimmte Ul, mittels (61) 
vollig entwickelt dar, weil dieses Verfahren hier am zweckmaBigsten ist; 
so bekommt man: 





f2 23,’2 te 22 sy , 
i agt-.4-9 =, 4950-462, -— (59 








h hg a* a? a‘ 
h re i’ h ta” h 
rhe q q + | z a= 4 : = a= 1 4°i8 oe qd ; 
h‘y h A h‘q h h 
{ ) eo q h’ a q | 4 19 hq 2 q —_ x Shr* 4 
132 4°— 4 2 ; t+ 
rh rh rh r? th h 4q° 
* hq’ h*q hq? hq? q he 
i SS 
hq* PP 2haq P 


Hieraus findet man gema&B (123) folgenden Ausdruck fir L,(U,): 
Ly (U,)— 9” —*.(r¥ 47% 2). + +.(2r4 
q 


’ 





(133) : “—‘\ 8 " . 
ee ’ ” o h 

4+2hf _oyf — rt 4h? 1).9 43124 .gs, 
hq q q q° 


Entfernt man hier g” mittels (131), so erhalt man weiter: 

ee a oe h’ q’ — 2). o_gat4. 
(134) L,(U,)= 57-9 B(reteh 2)-@ 34— Pp. 
GemaB8 (126) und (130) geht dieser Ausdruck iiber in: 
(135) L,(U,) = L,(u) + 7 L,(U,). 


« 


Bei der elektromagnetischen Gleichung des Materieteilchens fihrt also 
ie Hingunahme der Wirkungsfunktion Ul, zu keiner allgemeineren Form 


®) Die Ausdriicke (130) sind mit den von Weyl und Pauli aufgestellten gleich- 
wertig, aber in der Gestalt wegen des abweichenden Ganges der Ableitung z. T. er- 
heblich verschieden. Insbesondere stimmt (130,) mit Paulis Gleichung (60a), (130,) 
mit (60c) und (130,) mit einer Kombination van (60b), (60c) und (60d) iiberein, 
wobei noch (131) 2u beriicksichtigen ist. 
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als bei Benutzung von U, und u allein, wie bereits aus der allgemeinen 
Theorie bekannt*°*). Dieses besondere Verhalten findet bei den beiden 
Gravitationsgleichungen nicht statt. 

Endlich findet man aus (132) gem&B (123) nach freilich etwas lin- 
gerer Zwischenrechnung fiir die beiden letzten Lagrangeschen Ableitungen 
£,(U,) und L,(U,) die rciewle Ausdriicke : 






































L,(u oan rig”® rh'*q’ a rh’g” 
,(u,)=—3 : +107 iad <— + 20—* -— 8 -—> 
*@ hq h h 
rh’ q’q” q’* rh’ q’* rq’q” 
=F — 14- — ao he’ 4 ES 
hq h‘q cs + h* a oe 
— 2},’ w ’3 
19% — 4 he +42 Le erat a 7 +458 
5 q q 
(136) rtg’g™ — e8g'te” vg? og y : 
To 4 ie Bat te ae tae 
or. rq ie" l I 9 
+ —— +2/2 +2 -+—-—-; ‘ 
4q° ( h*q? r h*@ q a] ” 
2 
—4(2—1 =): pp +—--9'?; 
. 2h q 
. 2p’? 72 ” 2 tnt , 
L,(U,) = re ~¢-f- +9" ter 94 
h hq hq? hq 
29 tha’ a grid rs ' 7°" 9 1402 hh q 
. h q* h h q h q 
r? 2 a3’%.> ‘s” ‘a , 
4 60” hq 0” . q’ 1 40 rh 2 602 . ( ». 
*@ q h f hq 
23” .”# 21,’ , ” » at 
192A... 9g “ES 4. 29 SS. get a eee 
q hq hq h hq 
- 2 giv 2 ” 2,4 a” a rth”; 
(187 + ¢—f-— gS... 4. gO.  ¢ Se GS wm § d 
\ ) h°q h’g? 4 Pr h* h* h°g 
r*h @’® rq’* , 9 h bs 6 mee. See 9hr® 
+8 i 1 hq? xi” rth® rzh 4q‘ y* 
/ h r? ” ] 
+(-45 +1654, ~ ort — 19587 +85 f. —25, 
he hq 
| i) oie ey a eis 
7 q ' \ hq? hq? h* q? ' hq* 
7r* r* ” 
— The? “p’ . ~ Coroe 








Mit Hilfe von (131) kann mam aus (136) die Ableitungen g” und q” 
sowie aus (137) die Ableitungen gq”, g” und q"’ entfernen. 





40) W. Pauli, a. a. O., Gl. (29) und (30) sowie (20b). 
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Denkt man sich jetzt alle Lagrangeschen Ableitungen aus (126), 
(130), (135), (136) und (137) in die Feldgleichungen (119) eingesetzt 
so hat man die gewiinschten drei Differentialgleichungen des Materieteil- 
chens, die g, h und pm bestimmen; dabei hat man noch die Gleichung (131) 
zu beriicksichtigen. Ziemlich einfach ist die erste dieser Feldgleichungen, 
die elektromagnetische, die folgenderma8en lautet: 


d [r*p’\  2a(a+88) rh 
(138) adr Vig )= a+l q 





Die anderen beiden Gleichungen sind dagegen offenbar auBerst verwickelt. 
Der Ansatz fiir das materielle Elementarteilchen ist daher hier von weit 
schwierigerer Art als in der im ersten Hauptteil angewandten abgeanderten 
Einsteinschen Theorie. Wahrend in dieser eine Zuriickfiihrung auf eine 
einzelne Differentialgleichung méglich war, handelt es sich hier stets um 
ein verwickeltes System simultaner Gleichungen. Somit ist hier die Methode 
der Reihenentwicklung, auf die man allein angewiesen ist, weit schwieriger 
durchfiihrbar. Eine Integration in geschlossener Form ist auch in dem 
Sonderfall « = 0, den bereits, wie bemerkt, Weyl und Pauli behandelten, 
nicht gelungen. 

Fiir die elektrische Dichte o ergibt sich hier aus der allgemeinen 
Theorie **), daB sie zu dem elektrischen Potential ~ proportional ist, eine 
Beziehung, die von der Gleichung (82), die in der abgeanderten Einstein- 
schen Theorie 9 bestimmt, ganzlich verschieden ist. 

Wollte man jetzt schlieBlich die neuen von Weyl im Jahre 1921 ent- 
wickelten Anschauungen iiber das Wesen der Materie heranziehen (siehe 
oben § 1), so ware eine Untersuchung der aufgestellten Feldgleichungen 
auf die Stetigkeitseigenschaften ihrer Lésungen erforderlich. Da dies bei 
dem verwickelten Bau dieser Gleichungen in strenger Weise kaum méglich 
ist, so soll hierauf nicht weiter eingegangen werden. Bemerkt sei nur, 
daB die Gleichung (138) fiir «0 ihre Form beibehalt und sich daher 
an sie derselbe Gedankengang wie bei Weyl **) trotz der hier benutzten 
allgemeineren Wirkungsfunktion anschlieBen 1aBt **). 


*t) W. Pauli, a.a.0., Gl. (30). 
*) H. Weyl, ,Raum, Zeit, Materie“; 4. Aufi., 1921, S. 272 unten. 
**) Vgl. hierzu die oben bei Gl. (135) gemachten Bemerkungen. 


(Eingegangen am 27. 10. 1921.) 








Schwingungsprobleme und Integralgleichungen. 


Von 


E. Trefftz in Dresden. 


Behandelt man die einfachen Schwingungsprobleme, z. B. das Problem 
der schwingenden Saite oder des schwingenden Stabes, mit der Methode 
der Integralgleichungen, so erhalt man in einfacher Weise auBer dem 
Existenzbeweise fiir die Eigenschwingungen den Satz iiber die Entwick- 
lung willkiirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen mit der Ein- 
schrinkung, da8 fiir die zu entwickelnde Funktion bei der schwingenden 
Saite zweimalige, beim schwingenden Stabe viermalige Differenzierbarkeit 
gefordert wird. Im folgenden gebe ich einen einfachen Beweis dafiir, da8 
von den zu entwickelnden Funktionen im Falle der schwingenden Saite 
nur fiir den ersten und im Falle des schwingenden Stabes nur fiir den 
zweiten Differentialquotienten quadratische Integrabilitat gefordert zu 
werden braucht. AuBerdem ergibt sich dabei der Konvergenzbeweis fiir 
die bilineare Entwicklung des Kernes nach den Eigenfunktionen; da es 
sich um Kerne von positivem Typus handelt, ist dies letzte Resultat nur 
eine Bestatigung eines bekannten Ergebnisses von Mercer’), der allgemein 


fiir Kerne von positivem Typus die Konvergenz der bilinearen Entwick- 
lung bewiesen hat. 


1. Die Integralgleichung der Eigenfunktionen. Es sei gestattet, 
Bekanntes kurz zu wiederholen. Wir bezeichnen mit H(s,t) die Ent- 
fernung aus der Gleichgewichtslage, welche an der Stelle s entsteht, wenn 
an der Stelle ¢ eine Kraft vom Betrage 1 wirkt. Dann erhalten wir nach 


dem d’Alembertschen Prinzip die Ausschwingung Y(s,1) an der Stelle 
zur Zeit t, indem wir an jeder Stelle ¢ die Tragheitskriafte — w(8)o5 
anbringen (wo u(t) die Masse des schwingenden Stabes oder der Saite 


1) Mercer, Phil. Trans. 209 (1909) A, S. 415. 
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pro Langeninhalt an der betreffenden Stelle bedeutet) und durch Inte- 
gration die Einfliisse auf die Stelle s summieren 


} a*y 
¥(s,t) = — Jf E(s,t)u(t)— dt. 
0 


Machen wir den gewohnten Ansatz Y(s,1) = y(#)-cos yt, so ergibt 
sich fiir die Schwingungsfigur die Integralgleichung 


l 
y(s)=»* f E(s,t)u(t)y(t)de 


(i = Lange der schwingenden Saite oder des Stabes). 

Die EinfluBfunktion H(s,t) ist symmetrisch; bringen wir namlich 
an der Stelle s eine Last P, und an der Stelle ¢ eine Last P, auf das 
System, und sind y(s) und y(t) die bei s und ¢ dadurch hervorgerufenen 
Durchbiegungen, so andern sich y(s) und y(t) um dy(s)= F(a, t)dP, 
und dy(t)=— E(t, t)dP,, wenn P, um 46 P, vergréBert wird. Dabei wachst 
die Verzerrungsenergie um die hierbei geleistete Arbeit 


6V —E(s,t)dP,P,+ E(t, t) dP, P,. 


Es ist also 
av ; 
ap, — 2(8,t)P,+ E(t, t) P,, 
das heiBt 
a*V 
E(s,t) = sop, = H(t,s). 


Die Integralgleichung wird in bekannter Weise symmetrisiert, indem 
K(s,t)=Vyu(s)-Vu(t)-E(s,t) und o(s)—Vyu(s)-y(s) gesetzt wird. 
Aus der Symmetrie folgt die Existenz der Eigenwerte und der Eigen- 
funktionen. Entwickelbar nach den Eigenfunktionen y,(s) ist nach den 
Satzen von Erhard Schmidt*) jede Funktion, welche durch eine quadra- 

! 


tisch integrable Funktion g(t) in der Form f(s) =f K(s,t)-g(t)-dt 
QO 


darstellbar ist. Die mechanische Bedeutung dieser Bedingung erhalten 
wir, wenn wir sie folgendermaBen schreiben: 


f(s) | : 
vets) f E(s, t)Vu(t)g(t)dt, 


d. h. es muB eine Verteilung von Kriaften Vu(t)g(t) pro Langeneinheit 


geben, welche als Deformationsfigur gerade die Funktion a0 ergibt. 


*) E. Schmidt, Uber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen 
vorgegebener. Math. Ann. 68. P 
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Da die Krafte, welche eine vorgegebene Deformation erzeugen, durch den 
zweiten Differentialquotienten bei der schwingenden Saite und durch den 
vierten beim schwingenden Stabe gegeben sind, so folgt, daB der zweite 
bzw. vierte Differentialquotient des Quotienten f(s)/Vu(s) quadratisch 
integrabel sein mu8, wenn das Schmidtsche Kriterium erfiillt sein soll. 

Der Grundgedanke, der zur Einschrankung dieser Bedingungen fiihrt, 
ist der, den Kern der obigen Integralgleichungen zu zerlegen, so daB er 
in der Form: 


i 
K(s,t)= J G(s, r)-G(t, r)-dr 
o 


aus einem unsymmetrischen Kerne G(s, ¢t) erzeugt erscheint. 


2. Die Zerlegung des Kernes fiir die Integralgleichung der 
schwingenden Saite. Bei der schwingenden Saite, die in den End- 
punkten s=0 und s =/ befestigt sei, setzt sich die EinfluBfunktion 2 (s, ¢) 
einfach aus zwei linearen Stiickén zusammen, die fir s=0 und «e=l 
verschwinden und bei s = # so aneinander gefiigt sind, daB der Differential- 
quotient einen von ¢ unabhangigen Sprung erleidet, dessen Betrag wir 
ohne Einschrankung der Allgemeinheit gleich — 1 setzen kénnen. Der 


aB(,t) 


Differentialquotient — ist also stiickweise konstant; es ist fiir s < t 
@E(s,t) aE (t—0,t) 


ca ; i @E(s,t) aF(¢+0,t) dE (t—0,t) 
es eS 0 ee 8. Soa eee a 
@E(t+0,t) 

i tates 1. 
Daraus folgt bei Beriicksichtigung der Randbedingungen HF (0,t) = 0 
und H(l,t)=0 








t I 
E(s,t)= J ozo) RCD ay femee #1) dE (tr) 4, 


or or or 
0 


und 


K(s, = {vars E(s, aT ome: Bb) ay. 


Setzen wir also: 





dE(s,r 
= Vu(s) {ee 
so ist 


i 
K(s,t)=JfG(s,r)G(t, r)dr. 
0 


Der Kern G(s, t) ist unsymmetrisch; bezeichnen wir mit y,(s) und 
y,,() das System der zu diesem Kern gehérenden adjungierten Schmidt- 
schen Eigenfunktionen, so sind die Funktionen g,(s) identisch mit den 
Eigenfunktionen des Kernes K (s, ¢), und nach den Entwicklungssatzen von 
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Schmidt lassen sich alle diejenigen Funktionen nach den ¢, (s) absolut und 

gleichmaBig konvergent entwickeln, die sich durch eine quadratisch inte- 
i 

grable Funktion g(r) in der Form f{ G(s,r)q(r)dr darstellen lassen. 
© 

Diese Bedingung schreiben wir analog wie oben 


i 


f(s) dE (r, 8) 
vate) = [Fea (r)ar ° 


Erfiillt f(s) die Randbedingungen f= 0 fiir s — 0 und s =1, so wird 
diese Gleichung mit ¢g(s) = 4 f(*) erfillt. Damit ist die Konvergenz 


de ve (8) 
der Entwicklung bewiesen unter der Bedingung, daB die Funktion f(s) 
ve(s) 


einen quadratisch integrablen ersten Differentialquotienten besitzt. 


Aus der Zerlegung des Kernes folgt ohne weiteres die Positivitaét der 
Eigenwerte »;, die man gewdhnlich aus der physikalischen Tatsache der 
Positivitat der Deformationsenergie ableitet. 


Ferner kénnen wir aus der Darstellungsform 
l 
K(s,t)=f G(s, r)G(t, r)dr 
0 
direkt auf die Konvergenz der bilinearen Entwicklung des Kernes 
K(s t) a PMOL AU) 


schlieBen. Zunichst folgt aus dem eben benutzten Schmidtschen Ent- 
wicklungssatze nur die gleichmaBige Konvergenz in ¢ bei festem s bzw., 
wegen der Symmetrie, in ¢ bei festem ¢. Man kann aber nach dem Vor- 
gange von Mercer (Seite 440 der in FuBnote *) zitierten Arbeit) hieraus 
in folgender Weise auf die gleichmaBige Konvergenz in s und ¢ schlieBen: 


a 
zunachst folgt aus einem Satze von Dini*), daB die Reihe K (s, ) = Sas 
*n 


als eine Reihe positiver, stetiger Funktionen, welche eine stetige Funktion 
darstellt, in dem Intervall 0 —/ mit Einschlu8 der Grenzen gleichmaBig 
konvergiert. Dann folgt die gleichmaSige Konvergenz von P ¥n() Pn (8) 


direkt aus der Ungleichung ¢, (8) y,(t) < 3. y2(8) +3 2(t). 





*) Dini-Liiroth, Grundlagen der Theorie der Funktionen einer reellen Varia- 
blen. § 99. 


*) Bei unstetiger Massenverteilung yu (s) betrachtet man statt K(s, t) die Ein- 
: = Yn (8) ¥n (t) 
fluSfunktion E(s, t) Se. 
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3. Zerlegung des Kernes fiir die Integralgleichung des 
schwingenden Stabes. Zur Zerlegung des Kernes in der Integral- 
gleichung des schwingenden Balkens fiihren wir auBer der Einflu8funktion 
fiir die Durchbiegungen H(s,t) noch ein: die Momenten-Einflu8funktion 
M(s,t) und die Querkrafts-EinfluBfunktion Q(s,¢), welche die von der 
im Punkte ¢ wirkenden Last 1 hervorgerufenen Momente bzw. Querkrafte 
darstellen. Fiir die drei EinfluBfunktionen gelten die Gleichungen 


EJ? E(t) _ _ (st) ani Satie, @M(s,t) = Q(0, t),*) 


ds* 
auBerdem haben wir die gleichen Randbedingungen wie fiir die Eigen- 
funktionen, namlich 
beim freigelagerten Balken 
fir s=—0 H(0,t)=0 und M(0,#)=—0, 
fir s=1 H(l,t)=0 und M(l,t)=0, 
beim beiderseits eingespannten Balken 


fir s=0 H(0,t)=0 und 230.8) 0, 


fir s—1 E(l,t)=0 und 220499, 
08 


an einem freien Balkenende s=1 Q(l,#)—0 und M(l,t)=0. 
Beriicksichtigen wir nun, daB die Querkraft, welche eine bei ¢ wirkende 
Last 1 hervorruft, von 0 bis ¢ konstant ist, bei ¢ einen Sprung vom Be- 
trage —1 hat, und von da an wieder bis / konstant bleibt, d.h. daB 
fir s<t Q(s,t)=Q(0, t), 
fir s>t Q(s,t)=—Q(l, t) 
und Q(0,t)—Q(l,t)=1 





ist, so folgt: 
i 


fo. 3) SEO gy — Q(0, s){H(s, t)— £(0, t)} 


7 +Q(l,s){E (1, t) — E(e, #)}. 


Nach den Randbedingungen wird nun an den Enden entweder Z oder Q 
zu Null, es folgt also: 


i 
E(s, t) = {ar 0) 25) dr. 





5) Wir bezeichnen durch E ohne Index den Elastizititemodul des Materials; 
eine Verwechslung mit der Funktion E(s,t) ist wohl nicht zu befiirchten. 
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Fiihren wir hier eine partielle arNer aus (Q(r, t)= 


eM(r.t)), 


or 





E(s,t)=M(r, 8) 20) fare. ESE 


so fallt wegen der Randbedingungen pei Glied der rechten Seite fort, 
da an den Grenzen entweder M oder . verschwindet, und unter dem 
Integral ist der zweite Differentialquotient 

a* E(r, t) 


ér® 


=—M(r,t)/EJ(r), 


so da8 wir schlieBlich 
= M (r,s) M(r,t) 
(4, 6) fxqanee EJ)? 
erhalten. 
Setzen wir jetzt 


wae M (r,s) 
G(s,r)=Vu(s) *) IG)’ - 


so haben wir die gesuchte Zerlegung von K(s, t) gefunden 


1 
K (es, t)=fG(s, r)G(t, r)dr. 
Vv 


Die iibrigen Schliisse bleiben die gleichen wie oben. Zunichst folgt 
aus der Zerlegung, daB die Eigenwerte positiv sind; dann folgt die Kon- 
vergenz der bilinearen Entwicklung des Kernes. Was die Entwicklung 
willkiirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen angeht, so ist die Be- 
dingung fiir gleichmaBige und absolute Konvergenz die Darstellbarkeit in 
der Form 


i 
f(s) = fais, r)q(r)dr 


durch eine quadratisch integrable Funktion q(r). 


Das schreiben wir 
t 


f(s) = {a (r, 8) t.. 
Vv“ (8) EJ(r) 





0 











2 
Diese Gleichung ist erfillt, wenn wir = i ( may setzen, wie 
n6 yEJ(r) ve(r) 


man erkennt, wenn man die partiellen Integrationen riickwarts ausfihrt, 
die oben zur Zerlegung des Kernes fiihrten, und dabei beriicksichtigt, daB 
wir von den zu entwickelnden Funktionen die Erfiillung der gleichen Rand- 
bedingungen verlangen miissen wie von den Eigenfunktionen. 
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e 


Es ergibt sich also das Resultat: Eine den Randbedingungen geniigende 
Funktion f(s) la8t sich in eine absolut und gleichmaBig konvergente Reihe 
nach den Eigenfunktionen —, (s) entwickeln, wenn der Quotient fis) einen 


ve(s 
quadratisch integrablen zweiten Differentialquotienten besitzt. 


Damit sind die Entwicklungssitze in dem gewiinschten Umfange be- 
wiesen. Die in dem Nenner stehende Vu(a) fallt in den Konvergenz- 
kriterien fort, wenn wir von den ¢, (s) zu den y, (8) zuriickkehren. Haben 
wir eine Funktion F(s), welche die Anfangslage des schwingenden Systems 
angibt, nach den y,(s) zu entwickeln 


F(s) —_ > 4, ¥,,(8)s 
so erhalten wir die Koeffizienten a, , indem wir die Funktion f(s) = F (s)Vu(s) 
nach den Funktionen g,(s8) entwickeln: 


f(s) = F(s)Vu(s) = Sa,¢,(8)= Sa,y,(8)Vu(8) 


und dann durch Vu(s) dividieren. Die Konvergenzbedingungen, welche 


f(s) quadratische Integrabilitat des ersten bzw. zweiten Differential- 
ve (8) 


quotienten fordern, werden dann fiir F(s) einfach zur Forderung der qua- 
dratischen Integrabilitat des ersten Differentialquotienten bei der schwingen- 
den Saite und des zweiten bei dem schwingenden Stabe, wozu noch die 
notwendige Erfiillung der Randbedingungen hinzutritt. 

Damit ist das in der Einleitung Behauptete vollstandig bewiesen. 

4. Mechanische Bedeutung der Konvergenzkriterien. Die 
Konvergenzbedingung hat eine einfache mechanische Bedeutung. Ist 
y=F(s) die Anfangslage, von der aus die Schwingung beginnt, so 
st die Deformationsarbeit, welche nétig ist, um diese Anfangslage zu er- 


fiir 


: 
zeugen, bei der schwingenden Saite 17. fy’*-ds (7 = Spannung der Saite ), 
6 


i 
beim schwingenden Stabe 3 fE-J-y”*-ds. Wir sehen also, daB die Forde- 
0 


rung nach der quadratischen Integrierbarkeit des ersten bzw. zweiten Diffe- 
rentialquotienten physikalisch mit der Bedingung endlicher Deformations- 
energie der Ausgangslage identisch ist. 

Wird dem schwingenden System noch eine Anfangsgeschwindigkeit 
g(8) erteilt, so stellen wir den davon herriihrenden Teil der Schwingung 


durch eine Reihe Db, -y, (8)-sin y,t dar. Hier sind die Koeffizienten 
1 


i 
Sve (s) 9 (8) en(8) ds 
0 








o = 
" Vn ? 
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d. h. sie sind gleich den nach Fourier-Art gebildeten Koeffizienten von 
Vu(s)g(s) dividiert durch die Eigenwerte y,. Da die so gebildete Reihe 
absolut und gleichmaBig konvergiert, wenn die Funktion g(s) quadratisch 
integrabel ist, folgt aus dem Wilfssatz, der in der Einleitung der zitierten 
Arbeit von E. Schmidt bewiesen wird; man kann diesen Satz so aus- 


: 
sprechen: Sind «, die Fourierkoeffizienten «, = f y(8)y,(8)de einer qua- 
0 


dratisch integrablen Funktion, so konvergiert die Reihe - see) absolut 
und gleichmaBig. Die ,(#) sind dabei die Eigenfunktionen, die v, die 
zugehérigen Eigenwerte zu einem symmetrischen oder unsymmetrischen 
Kern. In dieser Form bestatigt der Satz direkt die Behauptung iiber die 
Konvergenz der obigen Reihe. Nun ist aber die Forderung nach der 
quadratischen Integrabilitét von g(s) identisch mit der Bedingung, da8 
die kinetische Energie des Anfangszustandes endlich sein soll. 

Wir kénne.. also das gesamte Resultat der Konvergenzuntersuchungen 
so aussprechen: Die Reihen 


¥ (8,1) = S'a,y, (8) cos»,s + 5'd,y, (8) sin», 
konvergieren in allen physikalisch realisierbaren Fallen (d.h. fiir alle mit 


endlichem Energieaufwand herstellbaren Anfangszustinde) absolut und 
gleichmaBig. 


Aachen, 16. Mai 1922. 


(Eingegangen am 23. 5. 1922.) 


Bemerkung zu einer Arbeit des Herrn K. Popoff. 
Von 
Ludwig Neder in Leipzig. 


In der fraglichen Arbeit’) gibt Herr Popoff den Satz: Es sei F(z) 
stetig fir 0< 2<1; damit dann 


(1) f(z) existiert, quadratisch summierbar fiir 0 < z < 1, 
sowie i 
(2) F(xz)=JSf(x)dxe fir 0<2<1, 

0 


ist notwendig und hinreichend, daB 


x i 2 
(3) dS {(2- +) =| F(x) sin (n - 1) .2dz} konvergiert. 
a=1 é 


Zum Beweise zieht Herr Popoff eine ganze Reihe von Satzen aus der 
Theorie der Integralgleichungen heran. Jedoch ist sein Satz bereits eine 
unmittelbare Folge des bekannten Fischer-Rieszschen Satzes, von dem 
iibrigens — wie Herr Popoff selbst bemerkt — auch sein Beweis ausgeht. 

Betrachten wir zunichst den noch leichter sich ergebenden Satz: 
Bei obigem F(z) ist fiir (1) in Verbindung mit 


‘ 


(2’) F(z)=C4+Jf(x)dx fir 0S 2r<1 
0 
notwendig und hinreichend, daB 
1 
(3’) S{nJ F(z)cosnxzdz}* konvergiert. 
n=l 0 


Zum Beweise erginzen wir F(x) zu einer geraden Funktion der 
Periode 2, desgleichen f(x) zu einer ungeraden Funktion. Dann ver- 


*) Sur les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction F(x) puisse 


= 

étre mise sous la forme f f(x)dz ot f(x) est de carré intégrable {Math. Ann. 86 
6 

(1922), S. 154—157]}. 
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schwinden alle Fourierschen Sinuskoeffizienten B, von F, wahrend der 
Kosinuskoeffizient 


1 
(4) A, =2f F(z) cosnazdz (n=0,1,2,...), 
0 
ferner besteht zwischen den Fourierkoeffizienten a,b, von f und a, 
von f f(z)dz wegen a,=0 die Beziehung 
0 
(5) A, = — =, B; = = (n=1,2,...), wop=a (nachher = =) 
und es ist fiir (1) und (2’) notwendig und hinreichend, da8 die entsaprechenden 


Beziehungen im Intervall — 1<2<1 gelten. Fiir ersteres aber ist not- 
wendig und hinreichend, da8 


3 (ai + 2) konvergiert, 


a=1 
fiir letzteres, da8 
A,=4;; also = — be B, = B;, also = & (n=1,2,...); 

np np 
wenn wir daher diese Gleichungen (nebst a, = 0) als Definition von a,, b, 
betrachten, so ergibt sich als notwendig und hinreichend die Bedingung, da8 
(6) > n* (A+ By) konvergiert, 

a=1 


welche sich wegen (4) auf (3’) reduziert. 

Um nunmehr auf analogem Wege einen Beweis des Popofischen Satzes 
zu erhalten, andere man F(z) ab zu einer Funktion F(x) der Periode 4 
vermége* ) 

F,(z)= F(z) fir O<2<1, F,(x)=F,(2—2)= —F,(—2), 

desgleichen f(z) zu einer Funktion f,(2) vermége*) 

fo(z) = f(x) fir O0<2<1, fo(z) = — f,. (2 —2) =f, (-—2).- 
Dann verschwinden alle A,, B, bis auf 


j? 


1 
(7) By,-1 = 2 F(2)sin(2v —1) Fade (y= 1, 2,...); 
0 


ferner gilt (5) nebst Ag =a, —0, und es ist fiir(1) und (2) notwendig 
und hinreichend, daB die entsprechenden Beziehungen im Intervall [ 0, 4] 
bzw. in (0,1) +(1,2)+(2,3)+ (3,4) bestehen. Hierfiir aber (Begriindung 
wortlich wie oben, da A, Ag =0 eo ipso gilt) mu sein und geniigt 
wiederum (6), was sich diesmal wegen (7) auf (3) reduziert. 

Leipzig, den 15. Juni 1922. 
~*) Auf die Werte in den Punkten 0, 1,2, 3 kommt es nicht an. 





(Eingegangen am 16. 6. 1922.) 

















































